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1第 1章
序論
1.1 幾何処理の歴史
1963 年，当時 MIT の学生であった Ivan. E. Sutherland によって，人とコンピュー
タのインタラクティブ図形処理システムであるスケッチパッドシステムが発表された
[Sutherland 63]．この発表は，コンピュータグラフィックスに関する研究が開始される
きっかけとなった．スケッチパッドシステムでは，図形を表現するデータ構造に構成要素
間の関係を記述する位相構造が用いられた．この点は特筆すべきである．現在において
も，図形・形状を表現する際に，位相情報の記述は，幾何情報と同等に重要な意味を持っ
ている．
1970 年代初期の幾何処理に関する研究は，ワイヤーフレームモデルが主流であった．
しかし，次第により高度なサーフェイス，ソリッドモデリングの研究にシフトして行っ
た．Baumgartは，1972年に，多面体における本格的なデータ構造として，Winged edge
データ構造を提案し，これを用いた多面体モデルを発表した [Baumgart 72][Baumgart
74][Baumgart 75]．
ソリッドモデリングが最初に登場したのは，PROLAMATの国際会議において，沖野，
嘉数，久保らによる TIPS[Okino 73]，および Braid，Langによる BUILD [Braid 73]で
ある．沖野らは，現在では CSG(Constructive Solid Geometry)と呼ばれる手法でソリッ
ドを表現したのに対し、Braid らは境界表現 BRep (Boundary Representation) という
手法でソリッドを表現した．
CSG は，プリミティブ（基本図形）を用いてソリッドの作成過程を表現する手法で
あり，境界を陽に表現しない．CSG は，沖野らによる発表後，当時，Rochester 大学に
2 第 1章 序論
いた Requicha, Voelckerらの貢献によって大きく発展した．特に彼らは，位相幾何学の
概念をソリッドモデリングに持ち込み，ソリッドのモデリング空間を r-set(regular-set)
として，集合演算を正則集合演算 (regularized set operation)として定義した [Voelcker
77][Requicha 80]．これによって，正則集合演算のもとに閉じた理論体系が確立された．
また，この理論に基づいて，PADL[Brown 82]と呼ぶシステムが開発された．
BRepは，ソリッドをその境界である面分の集合として表現し，さらに面分を稜線の集
合として，稜線を頂点の集合として表現する手法である．境界表現では，CSGと異なり，
立体の境界を陽に保持する．Baumgartの考案した稜線を基に隣接する幾何要素間の情報
を保持するWinged edgeデータ構造 [Baumgart 72]は，現在でも境界表現における主要
なデータ構造の一つである．
多面体における頂点数を v，稜線数を e，面分数を f とすると，数学者オイラーが発
見した多面体を拘束するオイラーの式 v − e + f = 2 が成立する．このオイラーの式
v − e + f = 2を満たしながら形状を変形させるオイラーオペレータが，Braidらによっ
て考案された [Braid 80]．このオイラーオペレータを用いることにより，常にソリッドモ
デル（多面体）が位相的に正しいことが保証される．
Helsinki 工科大学の Ma¨ntyla¨ は，このオイラーオペレータを用いたソリッドモデラ
GWB(Geometric WorkBench)を開発し，オイラーオペレータのモデリング空間が２次
元多様体に囲まれた r-set(２次元多様体モデル)であることを示した [Mantyla 82]．しか
しながら，２次元多様体モデルは，正則集合演算のもとに閉じていないという問題があ
り，非多様体モデルの研究が行われるようになった．
山口は，幾何処理における統一的な幾何学的アプローチの重要性を主張し，完全４次元理
論を提案・提唱してきている [Yamaguchi 87][Yamaguchi 88][Yamaguchi 93][Yamaguchi
96][Yamaguchi 98a][Yamaguchi 98b][Yamaguchi 99][Yamaguchi 02]．図形・形状をコン
ピュータ上で表現・処理する場合，その情報は幾何情報と位相情報に分類される．完全４
次元理論とは，幾何要素の定義・演算に関しては同次処理を，位相要素の定義・操作に関
しては双対性の利用を徹底させ，同次処理および双対性の利用によるメリットを最大限得
ようとするパラダイムである．完全の意味するところは，すべての処理を同次幾何を用い
て完遂するところにある．また，この完全４次元同次幾何処理は，割り算を排除すること
ができるので，無誤差演算（多倍長整数演算）との相性が非常によいという優れた特徴が
ある．
これまでに発表されているソリッドモデルを分類すると，図 1.1 に示すように，空間
指向モデルとオブジェクト指向モデルに大別することができる [Baumgart 74]．空間指
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図 1.1 ソリッドモデルの分類
向モデルは空間アドレッシング（spatial addressing）および空間ユニークネス（spatial
uniqueness）に優れている．一方，オブジェクト指向モデルは，オブジェクトコヒーレン
ス（object coherence）に優れている．前者の代表例としては，Voxelモデル，Octreeモ
デルがある．一方，後者の代表例として，上述したように，CSGおよび BRepがある．
1.2 幾何処理の課題
初期の幾何モデリングの課題は，立体をどのようにコンピュータ上に表現し，集合演算
等の幾何処理を行うかということが主体であった．1980年代半ばころまでに，これらの
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研究は，ほぼ一段落したと言える．幾何モデリングの技術は，一見して確立したかのよう
に見えたが，この頃，研究者達は，集合演算の途中でシステムが暴走してしまうことがあ
ることに気付き始めた．すなわち，集合演算を十分な信頼を持って実行させることができ
なかった．ソリッドモデラの重要な形状作成機能である集合演算に関して，処理系の信頼
性という重要な課題が残されたままであった．
この集合演算の信頼性の欠如は，集合演算の処理アルゴリズムおよびデータ構造が非常
に複雑であり，処理系が想定されるあらゆる状況に対処しきれていないこと（集合演算の
複雑性），および数値計算に伴う誤差に起因して位相情報と幾何情報の間に矛盾が生じる
こと（集合演算の不安定性）に起因している．特に後者は，アルゴリズムを正常に動作さ
せる前者の努力とは対照的に，比較的最近まで重要な問題であると認識されていたとはい
えない．
集合演算の途中でシステムが破綻してしまうと，ユーザはモデリングを続行できなくな
り，それまでの形状入力定義操作が無駄になってしまう．そこで，ユーザがシステムを信
頼して利用することが可能になるように，集合演算の処理系の簡潔化および安定化は，ソ
リッドモデリングにおける重要な課題である．ソリッドモデリングに関する研究は過去３
０年近く行われ，様々な技術が考案構築されたが，集合演算の複雑性および不安定性に起
因する信頼性の欠如という課題が残されたままであった．
1.3 幾何処理の単純化と安定化
現在，ソリッドモデリング（幾何モデリング）において，最もよく用いられ主流となっ
ている幾何表現処理法は，境界面表現法（BRep，Boundary Representation）である．
BRepでは，通常，その境界面は多角形面を用いて表現され処理される．以下，多角形面
を単に多角形と呼ぶ．しかし，多角形に基づいた BRepは，データ構造および処理アルゴ
リズムともに複雑となり，その処理系も大規模なものとなる．著者は，この幾何処理の複
雑性の問題は，（任意の）多角形をベースとしていることに起因・主因していると考えて
いる．
図 1.2に示すように，幾何学では，点，線分（両端点を含む），３角形面（３つの辺と
３つの頂点を含む），４面体（内部，４つの面分，６つの辺および４つの頂点を含む）を，
それぞれ，０次元単体（0-simplex），１次元単体（1-simplex），２次元単体（2-simplex），
３次元単体（3-simplex）と呼ぶ．
１次元単体 σ1 において，両端点を σ1 の０次元辺（0-face），２次元単体 σ2 において，
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図 1.2 単体図形
３つの辺を σ2 の１次元辺（1-face），３つの頂点を σ2 の０次元辺という．同様に，３次
元単体 σ3 において，４つの面分を σ3 の２次元辺（2-face），６つの辺を σ3 の１次元辺
（1-face），４つの頂点を σ3 の０次元辺という．単体とは，各次元における最も基本の図
形である．これらの単体を複合することにより，いろいろな図形が作られる．逆に，任意
の図形を単体の集合に分割することを単体分割という．
このように，３角形はこれ以上原理的に分割不可能な究極的に単純な基本図形，すなわ
ち単体である．そして，多角形の中で最も単純な図形，あるいは多角形と対極をなす図形
が３角形である．そこで，３角形面のみを用いて BRepを構成すると，ある意味で究極的
に単純な幾何表現および処理が実現できる．データ構造および処理アルゴリズムが大幅に
単純化・簡略化される．以下，３角形面を単に３角形と呼ぶ．しかし，集合演算などの処
理の過程で，３角形の数（データ量）が急激に増えてしまうなど，大きな欠点も併せ持つ．
そこで，著者は，超３角形幾何を考案することにより，通常の３角形幾何が持つこのよ
うな欠点を解消した [Arakawa 95]．超３角形幾何とは，３角形の概念を拡張し，３角形
の３つの頂点が同一直線上になる３角形を包含する幾何である．３つの頂点が同一直線上
となる３角形を，面積がゼロになることからゼロ３角形と呼ぶ．そして，この超３角形幾
6 第 1章 序論
何法では，３角形処理がもつ単純性はほとんど損なわれない．
幾何処理の中核機能である集合演算のアルゴリズム（処理系）が非常に複雑で大規模に
なるという「集合演算の複雑性の問題」に関しては，著者は，超３角形幾何をベースとし
た超３角形幾何モデリング技術を確立し１つの解決策を提示し，その有効性を実証した
[Arakawa 95][Arakawa 96]．超３角形幾何処理では，３角形幾何が持つある意味での究極
的な根元性と単純性を最大限利用することにより，集合演算アルゴリズムを単純化するこ
とに成功した．
超３角形幾何処理は，多角形幾何処理と比較して，データ構造および処理アルゴリズム
を大幅に単純化できるので，その処理系の高信頼性を確保しやすいと言える．しかしなが
ら，超３角形幾何処理においても，演算誤差による破綻から逃れることはできない．集合
演算の複雑性の問題は解決したが，集合演算の不安定性の問題は依然として残されたまま
であった．
幾何処理では，幾何演算は浮動小数点演算を用いて行うのが一般的である．幾何処理に
おいて，本質的に問題なのは，浮動小数点演算を用いているために，真の誤差管理をして
いないこと，またできていないことである．これにより処理系が破綻・暴走する．浮動小
数点演算では数値の丸め（切り捨て）が行われるために演算誤差が発生する．また，この
ような浮動小数点演算が繰り返されるために，誤差が蓄積していく．このような演算誤差
とその蓄積のために，浮動小数点演算を用いた幾何処理（図形処理）では，処理が破綻し
暴走が生じるという問題点があった．
このような処理系の暴走に対するこれまでの対処方法は，それぞれの破綻に対応した個
別・例外処理ルーチンを（アドホック的に）作成することにより対応していた．そして，
このような例外処理ルーチンは次第に増加していき，かなりの量となる．このような対処
により，処理系の信頼性は次第に高まっていくが，それでも，処理系の破綻を根本から回
避することはできない．
幾何処理に関する研究は，1963 年の Sutherland のスケッチパッドシステムから始ま
り，過去４０年近く行われ様々な技術が考案・確立されたが，いまだに処理系の複雑さお
び不安定さに起因する信頼性の欠如という問題が残されている．幾何処理の不安定性の問
題に対する解決アプローチとして，完全 4次元理論が山口によって提案・提唱されてきて
いる [Yamaguchi 96][Yamaguchi 02]．完全 4次元理論は，同次座標系を用いてすべての
幾何処理を統一的に行うパラダイムである．３次元の問題に対しては４次元の同次座標系
幾何処理を行う．
この同次処理では，除算を伴わないので，様々な幾何問題に対して無誤差演算を行うこ
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とが可能である．従って，完全４次元同次幾何処理は，無誤差演算と組み合わせることに
よって，幾何アルゴリズムの完全な安定化を実現することができる．そして，幾何処理の
完全な安定性を実現することができるのは，この完全４次元同次処理と無誤差演算の組み
合わせであると，著者は考えている．
このように，完全４次元同次処理は，種々の幾何演算の誤差による破綻の問題を根本的
に解決することができる．そこで，このような背景から，著者らは，無誤差多倍長整数演
算，完全４次元同次処理，そして超３角形幾何を組み合わせた無誤差４次元超３角形幾何
モデリングをこれまでに考案・提案し，これをベースにした無誤差集合演算法を確立し，
集合演算の不安定性の問題に対する１つの解決策を提示した [Arakawa 99]．すなわち，
１００％の安定性を持つ集合演算アルゴリズムおよび処理系を実現した．
1.4 研究目的
上述した無誤差４次元超３角形幾何モデリングをベースにした無誤差集合演算法は，集
合演算の不安定性の問題を解決したが，１回の集合演算をある上限以下の数値桁数で行う
方式を提供しているに過ぎない．複数回の集合演算を繰り返すと，数値桁数が際限なく増
大するという問題点がある．この桁数の増大は，無誤差演算における数理的に原理的なも
ので不可避である．このような問題点がある限り，この無誤差集合演算法の実用性は少
ない．
このような桁数の増大を回避する直接的，現実的かつ実用的な方法として，必要精度に
応じて数値桁数を切り捨てることが考えられる．そこで，本研究では，この課題を解決す
る１つの方法として，要求精度に対応して，数値の下位桁を切り捨てることを提案する．
しかしながら，幾何処理において，このような方法を取ると，立体を構成する境界面ど
うしが交差する（立体の自己干渉）等の幾何矛盾が発生する．そこで，本研究では，この
ような幾何矛盾を検出しかつ除去する汎用的な方法，すなわち，幾何無矛盾化処理アルゴ
リズムを構築し提案する．これが実現すれば，例えば，集合演算を何回実行しても，演算
に破綻が生じず，かつ幾何矛盾を含まない幾何演算処理を提供することができる．すなわ
ち，集合演算における完全なる安定と幾何無矛盾を実現できる．また，本研究では，この
幾何無矛盾化処理アルゴリズムをベースにした幾何無矛盾化処理系を実際に作成し，その
有効性を計算機実験により実証する．
さらに，幾何無矛盾化法を含む無誤差４次元超３角形幾何モデリング技術に関するこれ
までの成果を総合的に実証するために，この無誤差４次元超３角形幾何モデリングをベー
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スにした３次元幾何処理システム（ソリッドモデラ）を開発し，本システムの有効性を計
算機実験により実証する．
本研究の目的をまとめると以下となる．また，著者のこれまでの研究経緯および本研究
の目的を図 1.3に示す．
(1) 無誤差演算における数値桁数の増大という原理的な問題点を解決するために，要求
精度に対応して数値の下位桁を切り捨てることを提案する．そして，任意の計算精
度（数値桁数）において，処理に破綻が生じない幾何処理アルゴリズム（無誤差集
合演算法）を確立する．
(2) この数値桁数の切り捨てにより発生する幾何矛盾を，検出しかつ除去する汎用的な
方法である「幾何無矛盾化処理アルゴリズム」を構築し提案する．また，その有効
性を計算機実験により評価・実証する．
(3) この幾何無矛盾化法を含む無誤差４次元超３角形幾何モデリング技術に関するこれ
までの成果の集大成として，無誤差４次元超３角形幾何をベースにした３次元幾何
処理システム（ソリッドモデラ）を開発する．併せて本システムを計算機実験によ
り評価・実証する．
1.5 論文の構成
第１章では，幾何処理（ソリッドモデリング）に関する研究の歴史を振り返りまとめる．
そして，現在の幾何処理における重要課題は，幾何処理の複雑性と不安定性であることを
指摘する．そして，後者の課題である幾何処理（集合演算）における不安定性の問題を解
決することが，本研究の目的であることを述べる．すなわち，本研究では，無誤差演算に
伴う数値桁数の増大を，要求精度に応じて切り捨てることとし，これによって生じる幾何
矛盾を除去する汎用的な方法である「幾何無矛盾化法」を確立し実証する．
第２章では，幾何処理の複雑性と不安定性に関する課題に関して詳細かつ具体的に説明
する．そして，特に，後者の不安定性に関する従来の研究をサーベイしまとめる．従来手
法の長所・短所を比較する．結論として，幾何処理における不安定性を解決するには，無
誤差演算法をベースにすることが最適であり，唯一の方法であることを主張する．
第３章では，この無誤差演算法との親和性が非常に高い完全４次元理論の概要を説明す
る．幾何演算の誤差による破綻の問題を，根本的に解決するアプローチとして，無誤差演
算を用いた完全４次元同次幾何処理が最適であり唯一の方法であることを主張する．ま
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図 1.3 研究経緯と研究目的
た，幾何処理が４×４行列法等を用いて統一的に扱える完全４次元理論の優位性を示す．
第４章では，本研究の主題である「幾何無矛盾化処理アルゴリズム」の基礎・基盤とな
る，著者がこれまでに提案している「超幾何図形スキーム」に関して説明する．特に，超
３角形幾何とこれをベースにしたモデリング法の概要とその特徴を説明する．幾何処理の
複雑性の課題に関しては，著者はこれまでに，この超３角形幾何モデリングを提案し，１
つの解決策を提示し，その有効性を実証したことを述べる．さらに，幾何処理（集合演算）
における不安定性を解決するために，無誤差多倍長整数演算，完全４次元同次処理，そし
て超３角形幾何を組み合わせた無誤差集合演算法をこれまでに提案した．しかし，この方
法では，無誤差演算の原理に起因する数値桁数の際限のない増大という問題点があったこ
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とを指摘する．
第５章では，本研究の主題である「幾何無矛盾化アルゴリズム」を提案し詳細に説明す
る．このアルゴリズムは，無誤差多倍長整数演算，完全４次元同次処理，そして超３角形
幾何処理を組み合わせることにより構成されていることを述べる．そして，この幾何無矛
盾化法を含む，無誤差４次元超３角形幾何をベースとしたソリッドモデリングシステムに
関して説明する．
第６章では，幾何無矛盾化アルゴリズム，および無誤差４次元超３角形幾何をベースと
したソリッドモデリングシステムに関して，その有効性を，計算機実験により評価・実証
する．
第７章では，本研究の成果をふまえ，無誤差幾何処理のメリットをより広い範囲に生か
し，かつ普及展開するために，無誤差／誤差ハイブリッド幾何処理を提案する．無誤差幾
何処理と誤差幾何処理は，排他的ではなく補完的であることを説明し，両者のハイブリッ
ド化こそが実用的な解であることを主張する．
第８章では，本研究の目的である汎用的な「幾何無矛盾化処理アルゴリズム」の基本が
構築できたことを結論づけ，その特徴および成果に関してまとめる．そして，この幾何無
矛盾化法の今後の課題に関して言及する．
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幾何処理の課題
2.1 本章の概要
幾何処理システムを作成する場合，破綻・暴走しない処理系を実現し，システムの信頼
性を確保することは非常に重要な課題の一つである．幾何処理システムの信頼性を損なう
原因としては，以下があげられる．
(1) 複雑性の問題
幾何的条件の組み合わせの数が多くなり，アルゴリズムが想定されるあらゆる状況
に対処しきれていない．また，データ構造が複雑かつ大規模になり，データ相互の
整合性等がとれなくなる．
(2) 不安定性の問題
浮動小数点演算には誤差が含まれており，演算誤差の蓄積等により演算が不正確と
なる．この誤差を含む演算結果と位相情報とが不整合となる場合が発生する．
そこで，本章では，幾何処理におけるこの２つの重要な課題である「複雑性」と「不安
定性」に関して，詳細かつ具体的に説明する．そして，本研究の主題である後者の「不安
定性」に関して，従来の研究をサーベイした結果をまとめる．
2.2 幾何処理の複雑性
多角形の中で最も単純かつ基本的なものは３角形である．そこで，３角形は幾何学的に
は「単体」と呼ばれている．ここでは，この３角形から１つ頂点（辺）が増えた４角形の
複雑性に関して言及する．図 2.2には，４角形が形成しうるすべての形状パターンを図示
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図 2.1 ４角形の法線ベクトルと線縮退
している．この分類図は，文献 [Ohno 83]からの引用である．このパターン分類図では，
図 2.1(1)に示す４角形の４つの法線ベクトルの符号により，分類している．図 2.1(1)の
４角形は，頂点 1, 2, 3, 4を持ち，これらの頂点はすべて同一平面上にあるとする．そし
て，この４つの頂点の中から３つの頂点により形成される４つの法線ベクトルを以下のよ
うに定義する．
n(123) = ~23× ~21
n(134) = ~34× ~31
n(124) = ~24× ~21
n(234) = ~34× ~32
(2.1)
図 2.2に示すように，４角形の分類は，９×９＝８１通りある．その中で，幾何的な形
状を成すものは，５１通りとなる．さらにその中で，通常の４角形となるものは，３角形
となるものも含めて，１３通りとなる（背景が白）．一方，図 2.2において背景が灰色と
なっているものは縮退図形であり，通常の幾何的形状を形成していない．これは３８通り
となる．ここで，表裏が逆転し裏面となっているものも縮退図形に含めた．
さらに，図 2.1(2)に示すように，４頂点が同一直線上となる線縮退の場合は，以下の合
計２３通りのパターンがある．従って，４角形のパターン分類は，総計８１＋２３＝１０
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図 2.2 ４角形の形状パターン分類
４通りとなり，その中で形状を成すものは５１＋２３＝７４通りとなる．
(1) ４点すべて異なる場合　　１２通り
１３４２　　１４３２　　１２４３　　１４２３　　１２３４　　１３２４
２１４３　　２４１３　　２１３４　　２３１４　　３１２４　　３２１４
(2) ２点が同一の場合　　６通り
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１＝２　　１＝３　　１＝４　　２＝３　　２＝４　　３＝４
(3) ３点が同一の場合　　４通り
１＝２＝３　　１＝２＝４　　１＝３＝４　　２＝３＝４
(4) ４点が同一の場合　　１通り
１＝２＝３＝４
浮動小数点演算を用いて幾何処理を行うと，誤差が発生し蓄積されていく．例えば，頂
点座標データに誤差が含まれることになり，その誤差が増大していく．これにより，図
2.3(1)に示すように，当初同一平面上にあった４角形の４つの頂点 A, B, C, Dが，(2)に
示すように同一平面とならない場合が発生する．これらの４点を含む同一平面は存在しな
い．図 2.2では，４頂点が同一平面上となる場合の４角形のパターンを示したが，このよ
うに，４頂点が同一平面上とならない場合も存在する．図 2.2に加えて，この４頂点が同
一平面上とならない場合も含めると，４角形のパターンはさらに増加し，その複雑性がさ
らに増加する．
同一平面性と関連するが，数値計算誤差により頂点の位置が移動し，４角形では，図
2.4(1)に示すように，ねじれが発生する場合がある．図 2.4(1)では，頂点 A, B, C, Dは
同一平面上にあり，辺 BCと ADは交差している（交点を持つ）．また，この両辺が交差
しないとしても，「ねじれ」の位置になる場合がある．これらの形状は，頂点を４つ持つ
が，４角形平面ではなくなる．
さらに，このようなねじれの他に，図 2.4(2)では，頂点 Cは辺 AD上となり，辺 AD
と CDが同一直線上となり重なっている．これら以外にも，図 2.2に示すように，４角形
では，いびつな形状である種々の縮退４角形が数多く存在する．後述するように，幾何無
矛盾化処理では，面の重なりを除去する必要があるが，このような縮退した４角形のパ
ターンが数多く存在すると，処理の場合分けが多くなり，その除去処理は複雑化する．
これら以外に，３角形と４角形以上の多角形の本質的な違いの１つは，３角形は凸のみ
で凹が存在しないが，４角形以上には凹が存在するということである．一般的に言って，
幾何処理では，凸形状に比べて凹形状の処理は複雑になり，取り扱いが大変となる．例え
ば，図 2.5(1)に示すように，２つの凹４角形がからんでいる場合には，４角形ベース処理
では，面の前後関係が不定となる場合が発生する．そこで，面の前後関係が重要となる隠
線・隠面処理では，そのままでは処理をすることが不能となる．このような場合は，例え
ば図 2.5(2) に示すように，４角形を３角形に分割し前後関係を確定して処理することが
必要となる．
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図 2.3 同一平面性とその破綻
図 2.4 ねじれ４角形と縮退４角形
図 2.5 凹形状と前後関係
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2.3 データ構造の複雑性
データ構造の複雑性の代表例として，ソリッドモデリングのデータ構造を取り上げ論じ
る．ソリッドモデラでは，頂点，稜線，面分等の種々の位相構造を表現するために複雑か
つ特別なデータ構造を利用する．そして，集合演算は，そのデータ構造に種々の複雑な操
作を，頻繁に行うことにより実行される．このことがモデラ（処理系）の構築を困難にす
る１つの大きな要因である．
すなわち，ソリッドモデラの幾何処理では，幾何的条件の組み合わせがかなり多くな
る．これは，複雑なデータ構造を処理するためのあらゆる分類（組み合わせ）を，人間が
しらみつぶしに行い，プログラムを作成しなければならないことを意味している．そし
て，人間のミスによって見落としがあったならば，システムは途中で破綻・暴走してしま
う．モデラの信頼性の向上のためには，簡潔な集合演算アルゴリズムおよびデータ構造が
望まれる．境界面表現を用いたソリッドモデラのデータ構造として，以下の３つのタイプ
のデータ構造がこれまでに発表されている．そこで，これらのデータ構造に関して説明し
論じる．
(1) Winged edgeデータ構造
(2) Half edgeデータ構造
(3) Quarter edgeデータ構造
2.3.1 Winged edgeデータ構造
ソリッドモデルのデータ構造に関して，その基本的な考えは，1974 年に，B. G.
Baumgart によって提案された [Baumgart 72]．このデータ構造は，Winged edge デー
タ構造という名前でよく知られている．このデータ構造は，単連結な面分のみによって構
成された多面体を対象とし，その面の表と裏を区別し，稜線を中心として，それに隣接
する頂点，稜線，面分の接続関係を陽に記述している．このデータ構造と，オイラーオペ
レータを用いることにより，非現実的な位相を持つ立体が発生しないことが保証される．
Winged edgeデータ構造は，図 2.6に示すように，多面体を構成する１つの稜線 edgeの
両端点のデータ vertex0および vertex1を持つ．また，この稜線を挟む２つの面分 face0
および face1を持つ．さらに，edgeに関しては，face0側に属しかつ edgeと時計回りに
接続する稜線 edge0，反時計回りに接続する稜線 edge1 を持つ．同様に，face1側に属し，
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図 2.6 Winged edgeデータ構造
かつ edge と時計回りに接続する稜線 edge2，反時計回りに接続する稜線 edge3 を持つ．
図 2.6のデータ項目における矢印はポインタ（双方向ポインタ）を表している．
Winged edgeデータ構造は，１つの稜線の情報として，頂点の接続関係である vertex0，
vertex1，および面分の接続関係である face0，face1を保持している．さらに，edgeと接
続するすべての稜線である edge0，edge1，edge2，edge3の情報も陽に記述する点に特徴
がある．図 2.6に示すように，edge0，edge1，edge2，edge3の稜線が翼状を成している
ところから，Winged edge データ構造と呼ばれる．この翼状に配置されている稜線の情
報によって，形状要素の探索が容易化する．また，すべてのデータを１つのデータ内に保
持しているので，データ数が少なくて済む．
しかし，このWinged edgeデータ構造では，頂点まわりの探索では，中心形状要素とし
ての頂点が vertex0なのか，vertex1なのかが定まらなければ，形状要素間の関係が確定
しない．また，面分まわりの探索では，中心形状要素としての面分が face0なのか，face1
なのかを判定し確定する処理が必要である．探索処理をさらに能率化するためには，この
判定処理を不要にする工夫が望まれる．
Winged edge データ構造は，単連結な面分により構成された多面体に対するものとし
て提案された．Baumgartは，多重連結な面分は単連結な面分の集合に分割して対処した
が，これでは煩わしい．また，本来１つの面分は１つの単位として扱えることが好まし
い．さらに，Winged edge データ構造は，点と面に関して双対な形式に構成されていな
い．Winged edgeデータ構造のこのような欠点をまとめると，次のようになる．
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(1) 面分／頂点まわりの探索処理では判定処理が必要である．
if文が必要となりアクセス効率が悪い．
(2) 多重連結の面分に対応していない．
(3) 双対性が欠如している．
2.3.2 Half edgeデータ構造
Winged edge データ構造では，探索の際に頻繁に判定処理が必要とされる．そこで，
この探索の際の判定処理を不必要とする能率的なデータ構造として，Half edgeデータ構
造が考案された．Half edgeデータ構造では，稜線を２つに分け，稜線と面分と頂点の組
に対する所属を一意に決めている．ここに，２つに分けられた稜線を Half edgeと言う．
従って，Half edgeを２つ併せて１つの稜線と等価になる．このデータ構造はソリッドモ
デリングシステムにおいて広く用いられている．Half edgeデータ構造は，接続稜線の情
報の持ち方により，Face-Edge型（FE型），Vertex-Edge型（VE型），FE型と VE型を
合わせた併合型の３種類がある [Weiler 85]．以下，それぞれの型に関して説明する．
（１）　 FE型
図 2.7の FE型に示すように，各稜線を面分まわりに反時計回りに向きを付ける．この
有向稜線すなわち Half edgeは，その面分 faceと始点の頂点 vertexの組に属していると
みなす．この型では，面分まわりの隣の稜線 edge0と edge1とを保持する．edge0は必ず
しも必要ではないが，処理の効率化おために用いる．epair は対になる他方の Half edge
を指す．
（２）　VE型
図 2.7の VE型に示すように，各頂点から放射状に稜線の向きを付ける．この有向稜線
すなわち Half edgeは，その頂点を中心に，Half edgeを反時計回りに回転した場合の最
初の面分 faceに属するものとする．この型では，頂点のまわりの稜線 edge2と edge3と
を保持する．VE型は FE型と互いに双対な関係にある．
（３）　併合型
図 2.7 の併合型に示すように，FE 型と VE 型を併合したデータ構造が併合型である．
これは FE型の隣接稜線情報と，VE型の隣接稜線情報をともに持っている．保持する情
報量は多くなるが，両方の特徴を共に利用することができる．epairは，他のフィールド
から得ることができるため，必ずしも必要ではない．
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図 2.7 Half edgeデータ構造
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図 2.8 Quarter edgeデータ構造
Half edgeデータ構造は，Winged edgeデータ構造と比べて，より能率的な処理を可能
とする．しかし，以下のような欠点を持つ．
(1) 保持する情報量が多くなる．ただし，これは能率的な処理に寄与する．
(2) 双対性が欠如している．
2.3.3 Quarter edgeデータ構造
Half edgeデータ構造は，面分と点に関して対称ではないので，双対な処理を可能とす
るものではない．双対性を実現するために，図 2.8 示すように，稜線を４つに分け，FE
型と VE型を別々に持つデータ構造が考えられる．これが，Quarter edgeデータ構造で
ある．新関は，理論およびプログラムの両面において，厳密な双対性を実現したデータ構
造として Quarter edgeデータ構造を提案した [Niizeki 93]．
一方の Quarter edgeは面分まわり，他方は頂点まわりとして使われる．どちらの図形
要素まわりの処理がなされるかは，どちらへのポインタが与えられるかによって決まる．
この２種類の使い方は双対の関係にある．epairは，図 2.8において，上方に示した面分
まわりと頂点まわりの Quarter edgeどうし，または，下方に示した面分まわりと頂点ま
わりの Quarter edge どうしが指し合うポインタである．この対になっている Quarter
edgeを合わせると，１個の Half edgeと同じ役割となる．
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Quarter edge データ構造の最大の利点は，互いに双対な関係にある面分まわりの
Quarter edgeと，頂点まわりの Quarter edgeを関数の引数として区別して指定すること
ができる．そして，Quarter edgeデータ構造のこの表現能力を利用して初めて，位相要
素の定義および操作の両面において厳密な双対性を持つオイラーオペレータを実現でき
る．すなわち，互いに双対な位相要素は１つのデータとして定義され，互いに双対なオイ
ラーオペレータは１つの関数として定義される．位相要素の定義および操作において双対
性を実現することによる利点は，１つのプログラムで２つの役割を果たすので，プログラ
ムサイズを減少させることができ，プログラムの信頼性が向上するところにある．
Quarter edgeデータ構造は，このように完全な双対性を実現する均整のとれたデータ
構造である．しかし，以下のような欠点を持つ．
(1) 稜線を４つのデータに分割保持するために，データ量が増える．
(2) ポインタを多用するために，データアクセス性に難点がある．
2.3.4 ソリッドモデルのデータ構造
多重連結な面分を記述可能とするための方法として，通常，面分ループの手法が用いら
れる．図 2.9に示すように，面分は一般にいくつかの稜線から成る回路によって，その境
界が定められる．これを面分に対するループ，すなわち面分ループと呼ぶ．図 2.9の面分
は，４つの面分ループにより構成されている．
この面分ループと Half edgeを用いた，ソリッドモデルの一般的なデータ構造は図 2.10
のようになる．このように，ソリッドモデルのデータ構造は，一般的に，階層構造となり，
複雑かつ大規模なものとなる．
図 2.10のデータ構造について，双対性の観点から考察してみよう．図 2.10から明らか
なように，左側の面分ループに双対な要素が右側に欠落しているので，このデータ構造
は頂点と面分に対して対称にはなっていない．そこで，図 2.11に例示するように，面分
ループに双対な要素である頂点ループを導入する．また，双対性のない Half edgeから，
双対性を持つ Quarter edgeに置き換える．
頂点ループは，Quarter edgeデータ構造の立場からは，頂点まわりの，面分に属する
Quarter edgeの回路（cycle）であり，また，面分ループは，面分まわりの，頂点に属する
Quarter edgeの回路であるといえる．このように，頂点ループの導入により，面分と頂
点の両方に複数の回路が許される．このようにして得られたソリッドモデルの双対なデー
タ構造（階層構造）を図 2.12に示す．
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図 2.9 面分ループ
図 2.10 面分ループを用いたソリッドモデルのデータ構造
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図 2.11 頂点ループ
図 2.12 ソリッドモデルの双対なデータ構造
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面分ループおよび頂点ループとこれらを用いたデータ構造を説明してきたが，図 2.13
に示すように，稜線ループというものも存在する．吉田は，図 2.14に示すように，面分
ループおよび頂点ループに加えて，さらに稜線ループを Quarter edge データ構造に導
入した [Yoshida 97]．従来の Quarter edgeデータ構造に稜線ループを導入することによ
り，正則集合演算のもとに閉じたソリッドを表現できるデータ構造となる．多様体ソリッ
ドどうしの集合演算を行い，出力として多様体ソリッドが得られる場合でも，途中形状と
して，図 2.13のように，複数の立体が稜線において接することがある．すなわち，稜線
ループが発生することがある．
Mantylaは，このような形状を擬似的に表現し，それらを疑似多様体と呼んだ [Mantyla
88]．面分ループおよび頂点ループだけでなく，稜線ループもデータ構造に導入すること
により，集合演算の途中形状も擬似的ではなく一意に表現することのできるデータ構造
となる．図 2.12の稜線ループが存在しない Quarter edgeデータ構造と，図 2.14の稜線
ループを導入した Quarter edgeデータ構造を見比べてみると，後者の稜線ループを導入
した Quarter edgeデータ構造の方が，面分，稜線，頂点の３つの位相すべてにループが
存在し均整がとれていることが分かる．従来の集合演算アルゴリズムでは，分割結合の際
に複雑な分類を必要とする「NULLエッジ」の挿入が必要であった．稜線ループを利用す
ることにより，この NULLエッジ処理が不要となり，簡潔な集合演算アルゴリズムが実
現できる [Yoshida 97]．
このように，ソリッドモデルのデータ構造は，Winged edge，Half edge，Quarter edge
と進化してきた．また，面分ループ，頂点ループ，そして，稜線ループが付与されてきた．
これらの成果により，ソリッドモデルのデータ構造は完成度が高まり，データ構造として
均整のとれたものとなった．
しかし，その一方で，以上述べてきたように，ソリッドモデルのデータ構造は次第に複
雑なものとなってきた．すなわち，多段の階層構造となり，かつ，頂点，稜線，面分等に
関連する多数のデータ項目を持つ．そして，これらのデータ項目はポインタを用いて相互
参照される．特に，集合演算においては，これらのデータ項目が頻繁に更新される．この
ようなソリッドモデルのデータ構造の複雑性に対処するために，オイラーオペレータを用
いてデータの整合性を保つこと，および幾何学の双対性を最大限利用することによって処
理を簡素化することが行われてきている．
2.3 データ構造の複雑性 25
図 2.13 稜線ループ
図 2.14 稜線ループを待つソリッドモデルの双対なデータ構造
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図 2.15 集合演算の不安定性とその回避
2.4 集合演算の不安定性
幾何モデリングでは，立体形状をコンピュータ上に作成・生成する．そして，作成され
た形状を用いて，種々の解析，シミュレーション，表示などの処理を行う．集合演算（形
状演算）は，幾何モデリング（ソリッドモデリング）における主要な形状作成・操作機能
の一つである．しかし，ユーザは常に集合演算の不安定性に起因する信頼性の欠如に悩ま
されてきた．集合演算の不安定性に起因する処理系の信頼性の欠如の問題は未だに解決さ
れていない．
例えば，図 2.15(1)に示す立体を作成する場合には，(2)上下の立体 a, bは接する（重
なる領域はない），(3)上下の立体 a, bは交差する（重なる領域がある），のどちらの配置
に対して和集合を計算しても理論的には同じ結果が得られる．しかし，処理の破綻を防ぐ
ために (3)の配置で和集合が計算されることが多い．このように，モデラのユーザは，常
に集合演算の破綻の危険性を意識しなければならない．ユーザは，モデラの仕様書には記
述されていない，破綻を起こす可能性のある特定の配置を経験によって推測し，そのよう
な配置を回避することによってモデリングを行っている．集合演算の破綻を回避するため
に，いろいろなノウハウが必要となっている．
図 2.15(2)のような交差状態における集合演算で破綻が生じる原因には，位相処理が破
綻する場合と，数値計算に伴う誤差に起因して位相情報と幾何情報の間に矛盾が生じる場
合が考えられる．破綻の原因が前者の場合には，アルゴリズム等を見直すことにより対処
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することができる．しかし，後者の場合には，一般的な対策を講じることは，対象を多面
体幾何モデルに限定した場合でも，非常に困難である．このように，集合演算の安定化は
幾何モデリングにおける重要な課題である．
一般に，多くの幾何処理アルゴリズムでは，正確な誤差のない実数演算が利用できるも
のと仮定して作成される．しかしながら，実際のコンピュータで数値計算に利用されるの
は浮動小数点演算である．浮動小数点演算と実数計算の相違，すなわち，浮動小数点演算
に伴う誤差が原因となって，コンピュータプログラムが正常に動作しない事態が発生す
る．浮動小数点演算では，数値の丸め（切り捨て）のために演算誤差が発生し蓄積してい
く．そして，この演算誤差のために，処理が破綻し暴走（バグ）が生じるという問題点が
ある．
浮動小数点演算は，実数に対する代数演算のモデルとして様々な問題があるにもかかわ
らず，多くの場合に実数演算と同等であるかのごとく利用されているのが現実である．多
くの数値計算の問題では，一般に，浮動小数点演算による誤差のみが問題となる．誤差の
大きさによって結果の信頼性が左右される．しかし，幾何アルゴリズムでは，結果に対す
る誤差のみが問題となるだけではなく，誤差が原因となって幾何情報と位相情報の不整合
等が発生し途中でアルゴリズムが破綻するという問題が生じる．
ソリッドモデルの集合演算などの多くの幾何アルゴリズムにおいては，数値計算によっ
て幾何要素間の関係を判定し位相構造を決定するということが共通して行われる．そし
て，この種のアルゴリズムは，誤差を伴う数値計算の結果が原因となり処理が破綻する危
険性を持つということも共通している．
幾何処理の破綻の原因には，処理系が想定されるあらゆる状況に対処しきれていないこ
と（複雑性）と，数値計算に伴う誤差（不安定性）の２点が上げられる．アルゴリズムを
正常に動作させる前者の努力とは対照的に，後者に関しては，比較的最近まで重要な問題
であると認識されていたとは言えない．現在の浮動小数点計算において本質的に問題なの
は，真の誤差管理をしていないこと，またできていないことである．
浮動小数点演算では，非常に大きな数から非常に小さな数まで表現できるが，実数 (有
理数) に対して定義される演算である四則演算に関して非常に重要な性質を満たさない．
例えば，和の結合律 (a + b) + c = a + (b + c)，積の結合律 (ab)c = a(bc)，積の分配律
a(b+ c) = ab+ acなどは，一般的には満たされない．このように，浮動小数点演算に代
表される固定精度演算では，代数の最も基本的な性質を満たさない (数値が異なるだけで
なく，符号さえも異なる)場合が生じ，計算の順序および計算の仕方によって，本来同じ
値になるべき結果が異なってしまうことがある．
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図 2.16 ３直線の交差の問題
図 2.17 面の交差の問題
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浮動小数点演算を用いた幾何演算の問題点を図 2.16 に例示する．図 2.16(1) では，３
直線 l0，l1，l2 は，１点 P において正確に交わっている．これらの直線をある点（例えば
原点）を中心に同じ角度だけ回転させると，浮動小数点演算に伴う誤差によって，一般的
には，３直線はもはや１点では交わらなくなる．３直線のそれぞれの直線式の係数が再計
算され誤差を含んだ値となる．しかし，回転後も直線であることには変わりがない．そこ
で，回転後の交差状況は，(1)１点で交わる，(2)直線 l0と l1 の交点が直線 l2 の左側とな
る，(3)直線 l0と l1 の交点が直線 l2 の右側となる，の３通りとなる．このようなことは，
本来の幾何学では起こりえない．
次に，ソリッドモデルの集合演算に現れる実際の幾何問題に焦点をあて，幾何判定に
生じる矛盾の例を示す．図 2.17(1)に示された３面分 f0，f1，f2 の交差を考える．ここで
は，稜線 e0 と e2 は交差しているかほぼ交差している位置にあるものとする．浮動小数点
演算を用いて，稜線 e2 が，面分 f0 または f1 の内部で交差，あるいはその両方と交差（す
なわち e0 と交差）するのかを判定する場合に，面分 f2 と f0 の交差判定では，稜線 e2 は
面分 f0 の内部にあると判定され，面分 f2 と f1 の交差判定では，稜線 e2 は面分 f1 の内
部にあると判定されるという矛盾が生じてしまう場合がある．
すなわち，図 2.17(2)に示すように，稜線 e2 は面分 f0 および f1 の両方と交差すると
判定されてしまう場合がある．逆に，稜線 e2 は面分 f0 および f1 のどちらとも交差しな
いと判定される場合もある．これは，面分 f2 と f0 の交差判定と，面分 f2 と f1 の交差判
定がそれぞれ独立に誤差を持って計算されることが原因であり，明らかに矛盾している．
これが，幾何情報（ここでは交点計算結果）と位相情報（ここでは稜線 e2 は面分 f0 の内
部または f1 の内部のどちらか一方で交差する，または稜線 e0 上で交差する）との不一致
である．このように，幾何判定に矛盾が生じると，集合演算のアルゴリズムは本来仮定さ
れていない状況に遭遇し，処理の破綻の原因となる．
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これまでに，幾何アルゴリズムの破綻を防止するために提案されている手法は，図
2.18に示すように，大きく分けて，誤差を伴う演算である固定精度演算 (fixed precision
arithmeric)を用いる手法と，誤差を伴わない演算である正確な演算を用いる手法（exact
arithmeric）の 2種類に分類することができる．浮動小数点型に代表される固定精度演算
を用いる手法は，さらに許容誤差を用いる手法と位相を優先させる手法に分類することが
できる．また，正確な演算を用いる手法は，除算を排除できる同次座標処理を用いて無誤
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図 2.18 幾何演算の安定化手法
差数値演算を行う方法，および数式処理を用いる方法等がある．ここで，数式処理とは，
式を記号で表現し論理的な演算を行い，数値計算は行わない方式である．すなわち，幾何
演算の安定性（処理の破綻の防止）を確保するためにこれまでに提案されている手法は，
大きく分けて，以下の３つに分類することができる．これらの手法の概要を説明するとと
もに，その特徴を述べる．
(1) 許容誤差法
(2) 位相優先法
(3) 無誤差演算法
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2.5.1 許容誤差法
許容誤差を用いる手法は，非常に接近している幾何要素（点，線，面等）は同一である
とみなすことによって，幾何アルゴリズムの破綻を防止しようとするものである．すなわ
ち，ある幾何要素とその幾何要素から εの距離の範囲内にある別の幾何要素とは同じ位置
を占めているとみなす手法である．この手法は，処理効率を悪化させることなく，ある程
度の安定性を実現することができることから，コンピュータで幾何処理を行う際に最も広
くかつ一般的に用いられている．
Segalらは，多面体ソリッドモデルの集合演算を安定に行うために，「最小幾何サイズ」
および「面厚み」という誤差概念を導入した [Segal 84]．彼らのシステムでは，稜線およ
び面分に許容誤差を持たせることによって，浮動小数点演算に伴う誤差に対処している．
面分の非常に近くに頂点が存在した場合に，座標変換によってその頂点が面分上にのって
しまったり，異なる半空間に移ってしまう可能性がある．そこで，最小幾何サイズという
概念を導入し，あらゆる頂点はあらゆる面分から最小幾何サイズだけ離れていると仮定す
ることによってこの問題に対処している．
最小幾何サイズを導入することによって，空間の任意の位置に最小幾何サイズの半径を
持つ球を置いたときに，その内部には高々 1個の頂点しかないことが保証される．座標変
換によって，最小幾何サイズを満たさない頂点が生じる場合があるので，座標変換が行わ
れるごとに，頂点の統合処理を行い，全ての頂点が最小幾何サイズを満たすように多面体
データを操作する．しかし，この手法は，アルゴリズムの安定性を向上させるが，完全な
安定性を保証するものではない．
この手法を単純に用いた場合には，幾何要素の一致判定に関する同値関係が破綻するこ
とが指摘されている [Forrest 85]．図 2.19に示すように，点 P0，P1，P2 の３点の一致判
定の問題を考える．図 2.19 の各点における半径 ε の円はその点の許容誤差範囲を示す．
すなわち，この円内にある要素は同じ位置を占めているとみなされる．点 P1 は点 P0 の
許容誤差範囲内にあるので同じ位置を占めているとみなされる（P1 = P0）．同様に，点
P1 は点 P2 と同じ位置を占めているとみなされる（P1 = P2）．
ここで、同値関係から直ちに（すなわち実際に比較することなしに），点 p0と p2も同
じであると判定されなければならない．しかし，実際の判定では，点 P2 は点 P0 の許容
誤差範囲内にないので，同じであるとは判定されない．すなわち，許容誤差を単純に用い
る手法では，通常の幾何学が成り立たなくなる．そこで，いろいろな工夫，あるいは幾何
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図 2.19 単純な許容誤差法の破綻例
学を拡張することが必要となる．
許容誤差を用いて完全な安定化を実現するためには，本質的に，通常の幾何学とは異な
る別の幾何学体系を構築する必要がある．Guibasらは，2次元の問題 (平面上の問題)に
関して，計算に伴う誤差を考慮するための，ε幾何学というものを提案した [Guibas 89]．
許容誤差 εを用いることで通常の幾何学 (例えばユークリッド幾何学)では生じない現象
が生じる．ε 幾何学は，このような現象を考慮し，幾何学を構築し直そうという試みで
あった．しかし，問題が２次元のみに限られており，３次元以上のより高い空間への一般
化が困難である．また，演算を行えば行うほど ε が増大していくなどの問題を残してい
る．このように，ε幾何学の構築は非常に困難を要するものである．
上述したように，許容誤差法を単純に用いた場合には，幾何要素の一致判定に関する同
値関係が破綻する．そこで，1990年の SIGGRAPHにおいて，Segalらは，個々の幾何
要素ごとに異なる許容誤差を持たせ，図 2.19に示したような矛盾を回避する方法を提案
し，境界表現のソリッドモデルの集合演算を安定に行うことのできるシステムを発表した
[Segal 90]．このシステムでは，各幾何要素ごとに異なる許容誤差領域を設け，この許容
誤差領域が交差しているか否かによって幾何要素の交差を判定するものである．２つの許
容誤差領域が交差した場合には，この２つの許容誤差領域を含むような新たな許容誤差領
域に置き換えることによって，アルゴリズムの破綻を防いでいる．
図 2.20(1)に示すように，点 P0，P1，P2 の３点の一致判定問題を考える．(1)の各点に
おける円はその点の許容誤差領域を示し，それぞれ ε0，ε1，ε2 の異なる許容誤差を持つ．
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図 2.20 許容誤差法の改良
この円が交差する要素は同じ位置を占めるとみなされる．点 P0 と P1 は互いに許容誤差
領域が交差するので，同じ位置を占めているとみなされる．そして，この両者の許容誤差
領域は交差しているので，図 2.20(2)に示すように，点 P0 と P1 の統合処理が行われ，新
たな点 P3 とその許容誤差領域が求められる．それぞれの許容誤差領域を含むより大きな
許容誤差領域を作成することによって，許容誤差領域の交差により生じる幾何的矛盾を防
いでいる．しかし，このような処理を進めると，許容誤差領域が増大していくという新た
な問題が生じる．
Segalのシステムでは，許容誤差法をより安定化させた点で高く評価されているが，以
下のような問題点を残している．
(1) 完全な安定性を実現することができるという保証がない．
(2) 許容誤差領域が他の許容誤差領域と交差するごとに増大し，実用的でないほど大き
くなることがある．
(3) 安定化を実現するために様々な経験が必要である.
さらに，Segalのシステムでは，幾何演算後に，許容誤差領域を持つ幾何要素間の交差
の矛盾を排除する Backtrackingという処理を必要としている．この処理は，多くの計算
量を必要とする非常に複雑なものである．Segalのシステムでは，位相要素間の矛盾を排
除することができるが，この処理によってさらに複雑な問題を引き起こしている．
Fangらは，許容誤差の概念を拡張し，２つの図形の関係を「一致」，「範囲内」，「分離」，
「交差」および「あいまい」の５つの状態に分類した．そして，これをベースにした，安
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定な集合演算アルゴリズムを開発した [Fang 93]．また，Zhuらは，縮退図形（重複図形）
を排除する方法により，集合演算の安定性を高めた [Zhu 93]．東らは，面ベースデータ構
造を用いて，縮退図形を排除する方法を提案した [Higashi 95]．Jacksonらは，ローカル
公差というものを提案した [Jackson 95]．
このように許容誤差法は種々の取り組みが行われ，数々の成果を収めている．そして，
許容誤差を用いて浮動小数点演算に伴う誤差に対処する手法は，処理効率を悪化させるこ
となくある程度の安定性を実現することができることから最も広く用いられてきている．
しかし，誤差に対する対策を行うことによって，さらに複雑な別の問題を引き起こしてい
るのが現状である．
幾何学において，本来，幾何要素の一致判定を行う場合に許容誤差は用いることはでき
ない．許容誤差を導入することによって，同値関係の破綻，２線分が２点で交差するなど，
本来の幾何学では考えられない現象が生じてしまう．そして，このような現象に対応する
には，さらに複雑な処理が必要となる．許容誤差を用いた手法では，完全な安定性，すな
わち証明されうる安定性を実現できる手法は，今までに存在していないようである．許容
誤差法では，破綻の根絶は保証されず，完全な安定化は非常に困難であると判断される．
2.5.2 位相優先法
幾何アルゴリズムの破綻は，数値計算の結果によって得られる位相情報と，すでに決定
されている位相情報との間の矛盾によって生じる．この事実に着目し，位相情報との矛盾
を避ける方法が提案されている．すなわち，数値計算によって決定される位相構造が，す
でに決定されている位相構造と矛盾するかどうか判定し，矛盾する場合にはすでに決定さ
れている位相構造と矛盾しないように位相構造を変更するものである．位相優先法とは，
数値計算の結果に十分な信頼性が得られる場合にはそれを採用し，信頼性が得られない場
合には位相情報との整合性をとろうとするものである．
許容誤差法は，数値計算の結果がある範囲で信頼性を持っていることが仮定されるが，
この仮定を排除し，数値計算の結果はすでに決定されている位相構造と矛盾しない場合に
のみ採用するのが位相優先法である．位相優先法では，数値計算の結果はどれだけでも大
きな誤差が生じうるという前提のもとに，位相構造の無矛盾性を頼りに，数値計算の結果
よりも位相構造の一貫性を優先し，数値計算の結果はすでに決定されている位相構造と矛
盾しない場合に採用するというものである．
Hoffmanらは，浮動小数点演算が有効でない場合には，記号処理を用いる方法を提案し
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た [Hoffman 89b]．すなわち，位相優先の考えを初めて，ソリッドモデルの集合演算に適
用した．この方法は，集合演算の安定性を向上することはできるものの，完全な安定性を
保証するものではない．杉原らは，凸多面体の集合演算 [Sugihara 94a] における位相優
先法を確立した．しかし，凹多面体を含む一般の多面体への拡張はなされていない．
中邨，東らは，位相優先法に記号処理および幾何拘束の手法を導入することにより，一
般の多面体に対する集合演算を実現した [Nakamura 97] [Nakamura 98][Higashi 01]．し
かし，アルゴリズムの一部に高精度数値演算が必要である．どの程度の高精度数値演算が
必要であるか等の検討が必要である．そして，高精度数値演算を実現するために，多倍長
の浮動小数点演算が必要になる場合も想定される．
位相優先法に基づくアルゴリズムは，位相を優先するアルゴリズムを作成することがで
きたならば，数値計算にどれだけ大きな誤差があろうとも処理が破綻することはなく，完
全な安定性を実現することができるという特徴を持つ．しかし，一般に，数値計算の結果
が位相構造と矛盾するかどうかを判断すること，および数値計算の結果によらずに位相構
造を決定することは非常に困難である [Sugihara 94b]．すなわち，位相優先法に基づくア
ルゴリズムを構築することは困難な場合が多い．
このような理由から，位相優先法は，適用できる範囲が比較的狭く単純な問題に限られ
ている．そして，単純な問題に関しても，非常に複雑な証明が必要であるなどの問題点を
持つ．そこで，位相優先法はこれまでに，凸多面体の集合演算，Voronoi図作成問題等に
応用されているに過ぎない．
2.5.3 無誤差演算法
この手法では，誤差が生じない正確な数値演算を行う．誤差のない正確な演算 (exact
arithmetic)とは，数学の数値演算の理論を厳密に実現し，計算機上に表現された数値を
誤差なく計算することを言う．正確な演算とは，例えば，可変長 (または多倍長)整数演
算あるいは数式処理等である．
この手法の最大の特徴は，数値を誤差なく表現することができ，かつ誤差なく演算を行
うことができるならば，幾何アルゴリズムが破綻することはなく完全な安定性が保証され
るということである．整数演算の場合には，数値を整数で表現でき計算できるならば，完
全な安定性が保証される．この方法では，当然，誤差の管理が必要でなく，また，アルゴ
リズムを安定化させるという作業は不要である．計算に誤差を含まないので，古典的な幾
何学の概念を保持することができる．正確な演算を前提にした，理論的に作成されたアル
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ゴリズムを，そのままプログラムとして実装することができ，プログラムの複雑化を招か
ない等の特徴を持つ．
杉原らは，多面体ソリッドモデルの集合演算に初めてこの無誤差演算法（整数演算）を
導入した [Sugihara 87][Sugihara 89]．そして，集合演算を完全に安定に行う手法を示し
た．このように集合演算において無誤差演算法を用いることができるのは，すべての数値
が無誤差（整数）表現でき，かつその演算も無誤差（整数）演算できるからである．杉原
は，数値を表現する最大のデータ長に制限を与えることのできる理論に基づいて，ソリッ
ドモデルの集合演算に整数演算を導入した．そして基本ソリッドを半空間の交差として表
現し，集合演算を完全に安定に行う手法を示した．
この手法は，平面式係数を基礎データとし，整数演算を用いることによって完全な集合
演算の安定化を実現した．しかし，この手法では，平面式係数を基礎とするため，頂点の
周りに複数（４平面以上）の面分が集まる場合に，本来不必要な望ましくない微細な位相
構造ができる可能性がある．例えば，角錐の頂点の周りに４個以上の面分が接続している
場合は，これらの平面が１点において交差しない場合が発生する．すなわち，角錐の頂点
の近傍において，別の頂点が複数発生する場合がある（微細な位相構造の発生）．これは，
斜めの面が浮動小数点演算で近似された後に整数に変換されるので，この近似によって頂
点の周りの面が正確に一頂点で交差しなくなってしまうことが原因である．
Benouamerらは，無誤差演算と浮動小数点演算を組み合わせた集合演算アルゴリズム
を確立した [Benouamer 94]．すなわち，必ずしも無誤差演算が必要ではない処理におい
ては，誤差を伴う浮動小数点演算（区間法）を最大限用いて，アルゴリズムを効率化し
た．Fortuneは，無誤差演算と記号摂動法を組み合わせた集合演算アルゴリズムを確立し
た [Fortune 95][Fortune 97]．記号摂動法を用いて，種々の縮退図形状態を取り除くこと
により，アルゴリズムを単純化した．
山口は，完全４次元理論を提唱し，４次元同次座標幾何処理と無誤差演算（可変長整
数演算）を組み合わせることにより，広範囲な幾何処理の統一性と安定性を追求・提唱
している [Yamaguchi 96][Yamaguchi 02]．その一環として，著者らは，この４次元同次
処理と超３角形処理を組み合わせた，無誤差４次元超３角形幾何モデリングを提案した
[Arakawa 99]．すなわち，無誤差整数演算，４次元同次処理，そして超３角形幾何を組み
合わせた無誤差集合演算法を確立した．
一方，数式処理を用いたシステムとしては，Bowyer，Wallisらによって CSGモデルに
数式処理を利用する試みが行われた [Wallis 88][ Bowyer 89]．現状では，数式処理はあま
りにも遅く，実用化には至っていない．整数演算または数式演算などの正確な演算を用い
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る手法は，浮動小数点演算を用いる手法と比較し，次のような特徴を持つ．
(1) 数値的に決して破綻することのない，数値的に完全に安定な幾何処理系を作成する
ことができる．
(2) 古典的な幾何学の概念が保持されるので，正確な演算を仮定している理論をそのま
ま利用でき，幾何処理系を安定化させるという作業は不要となる．
無誤差演算法は，以上のような特徴を持つが，無誤差でできる演算の範囲が非常に狭い
こと，および処理を進めると数値桁数が際限なく増大する等の本質的な問題点をかかえて
いる．また，浮動小数点演算と比較した際に，多倍長の整数演算は，誤差の問題からは解
放されるが，常に計算効率の低下という問題がつきまとう．従って，計算効率を向上させ
る何らかの手段が必要である．多倍長整数演算を用いた幾何アルゴリズムを効率化する手
法の構築も重要な課題の一つである．
しかしながら，整数演算に代表される無誤差演算を用いる手法は，多面体ソリッドモデ
リングの集合演算を含めた様々な幾何処理を，数値的に完全に安定化できる唯一の手法で
あると判断される．そこで，本研究では，無誤差演算法，すなわち無誤差多倍長整数演算
の利用を選択している．
2.6 本章のまとめ
本章では，幾何処理における残された重要な課題として，「複雑性」と「不安定性」の
２つの課題があることを述べた．そして，後者の不安定性に対処する従来の研究をまとめ
ると，（１）許容誤差法，（２）位相優先法，（３）無誤差演算法の３つに大別されることを
述べた．結論として，幾何処理における不安定性を解決するには，無誤差演算法をベース
にすることが最適であり，唯一の方法であることを主張する．
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3.1 本章の概要
本研究の「幾何無矛盾化アルゴリズム」は，図 3.1に示すように，その座標系として，
完全４次元同次座標系すなわち「完全４次元理論」をベースにして構築している．完全４
次元理論とは，数学的には同次幾何と双対性の上に構築された幾何理論である．そこで，
本章では，完全４次元理論の概要を説明する．特に，幾何無矛盾化アルゴリズムでは，同
次座標をより一般化したプリュッカー座標を用いているので，これに関して詳しく説明
する．
3.2 完全４次元同次処理
幾何図形処理システムを作成する場合，システムの信頼性の確保は非常に重要な要素の
一つである．幾何・図形処理技術は，現在，様々な分野で応用されているが，現在の枠組
みでは，これまでに述べてきたように，処理の複雑さおよび不安定さという基本的かつ困
難な問題点が残されたままである．そして，これらはシステムの信頼性と直接関係してい
る．当然ながら，信頼性の低いシステムは実用性も低い．
幾何処理は，通常，ユークリッド座標系およびユークリッド幾何処理を用いて行われ
る．３次元の幾何演算処理では，ユークリッド座標は (X,Y, Z)と表現され，除算を伴う．
そして，この除算が幾何処理に種々の悪影響を及ぼし，処理系の信頼性を著しく低下させ
る．すなわち，除算は「諸悪の根元」である．幾何処理システムの信頼性の向上を１つの
目的として，山口は完全 4次元同次幾何処理すなわち「完全４次元理論」を提案・提唱し
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図 3.1 幾何無矛盾化処理の階層構造
ている [Yamaguchi 93] [Yamaguchi 96]．完全 4次元同次処理は，これらの問題点を解決
する基盤を与えるパラダイムである．
完全４次元同次処理では，３次元から１次元次数を上げた４次元の同次座標系
(X,Y, Z,w) において幾何処理を行う．ここで，完全の意味は，すべての処理を一貫
してこの４次元同次座標系で行うということである．同次座標とは除算前のデータであ
り，同次処理とは，この除算前のデータを用いる処理方式を意味する．従って，同次処理
では，除算を用いる必要はなく，上述のユークリッド処理に本質的に付随する諸問題を解
消することができる．
一例として，多面体を構成する平面の問題を取り上げる．ここで，３つの平面の係数が
それぞれ，(a0, b0, c0, d0)，(a1, b1, c1, d1)，(a2, b2, c2, d2)として与えられると，この３平
面の交点のユークリッド座標 (X,Y, Z)は，次の連立方程式の解として求まる．
a0X + b0Y + c0Z + d0 = 0
a1X + b1Y + c1Z + d1 = 0
a2X + b2Y + c2Z + d2 = 0
(3.1)
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ここで，
∆x =
∣∣∣∣∣∣
−d0 b0 c0
−d1 b1 c1
−d2 b2 c2
∣∣∣∣∣∣ ,∆y =
∣∣∣∣∣∣
a0 −d0 c0
a1 −d1 c1
a2 −d2 c2
∣∣∣∣∣∣ ,
∆z =
∣∣∣∣∣∣
a0 b0 −d0
a1 b1 −d1
a2 b2 −d2
∣∣∣∣∣∣ ,∆ =
∣∣∣∣∣∣
a0 b0 c0
a1 b1 c1
a2 b2 c2
∣∣∣∣∣∣
とおけば，交点は以下の式となる．
X =
∆x
∆
,　 Y =
∆y
∆
,　 Z =
∆z
∆
(3.2)
(3.2)式には，除算が含まれているために，すべての数値が（有限桁の）有理数であっ
たとしても，交点 (x, y, z)の座標値は，有限桁数の有理数とならない場合が発生する．す
なわち，1/3のように循環小数となる値は，有限ビット長の計算機では正確に表現するこ
とはできない．
一方，同次座標による交点 (X,Y, Z,w)は，次の同次連立方程式の解となる．
a0X + b0Y + c0Z + d0w = 0
a1X + b1Y + c1Z + d1w = 0
a2X + b2Y + c2Z + d2w = 0
(3.3)
(3.3)式の解は次のようになる．
X = ∆x,　 Y = ∆y,　 Z = ∆z,　 w = ∆ (3.4)
(3.4)式より明らかなように，同次座標・同次処理では，除算が回避できるために，すべ
ての数値が（有限桁の）有理数であれば，交点 (X,Y, Z,w) の座標値は，必ず有限桁数の
有理数となる．すなわち，有限ビット長の計算機を用いて，無誤差演算を行うことができ
る．例えば，多倍長整数演算を用いて，無誤差演算を行うことができる．
3.3 射影空間と付随ベクトル空間
同次処理のＣＧ，ＣＡＤ分野への適用に関しては，「図形変換」，「有理多項式の同次座
標処理」等において，成果を上げてきている．しかし，それ以外の対象への応用は意外
にも進展していないのが現状である．その大きな理由の１つは，同次座標の表す空間で
ある射影空間が有する特異な性質，すなわちユークリッド空間とは非常に異なる位相的
性質によると思われる．射影空間は，ユークリッド空間とは異なる，以下の性質を持つ
[Yamaguchi 98b]．
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(1) 射影空間の２点は，線分を定義しない．
(2) 射影空間には，半空間の性質がない．
(3) 射影空間の図形は，向きの概念を持たない．
(4) 射影空間は，ベクトル空間の構造を有しない．
同次座標の表す空間が有する特異な性質の第２は，同次座標の非一意性に基づく非ベク
トル空間構造である．従って，射影空間そのものにおいて処理を行う限り，処理の大幅な
制約は避けられない [Yamaguchi 98b]．
実数体R上の n+ 1次元数ベクトル空間Rn+1 をとり，
∗Rn+1 = Rn+1 − {o} (3.5)
とする．∗Rn+1 に属する２つのベクトル S，T の関係 ∼を
S ∼ T ⇔ ∃λ ∈ R, λ 6= 0 : λS = T (3.6)
とする．∼は明らかに同値関係である．この同値関係 ∼によって，∗Rn+1 を類別して得
られる同値類全体の集合を
R
n+1
= ∗Rn+1/ ∼ (3.7)
と表す．この Rn+1 のことを n次元射影空間といい，Pn と記す．S ∈ ∗Rn+1 を含む同
値類が射影空間の点である．そして，∗Rn+1 を，Pn の付随ベクトル空間と呼ぶ．
幾何的には，Pn の点は，∗Rn+1 における原点を通る直線であり，この直線上のすべて
のベクトルが１つの同値類を成す．従って，Pn とは，∗Rn+1 における原点を通る直線の
集合である．これが，射影空間のベクトル空間モデルである．
完全４次元同次処理では，信頼性に重大な影響を及ぼす除算を完全に排除するため
に，除算を行う前の分子のデータ X,Y, Z と，分母のデータ w を一組の４次元の座標
(X,Y, Z,w)と見なし，除算を行う直前で処理を終了する．除算前の座標である同次座標
で表された図形を対象とする．これが同次処理である．従って，この方式により記述され
た図形（除算前の図形）は，射影空間 P3（立体の場合）で表された図形である．
同次座標を用いて処理を行う場合は，この射影空間の特異な性質にどのように対処する
かが問題となる．完全４次元同次処理では，射影空間の図形を射影空間で処理するのでは
なく，その付随ベクトル空間モデルを付随ベクトル空間 ∗R4 で処理する．従って，射影
空間の上記の特異な性質は，特に問題とはならない．図形の付随ベクトル空間モデルは，
射影空間における次元より１次元だけ高次の線形部分空間である．例えば，射影空間の
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点，直線は，付随ベクトル空間では，それぞれ原点を通る直線，原点を通る平面である．
そして，付随ベクトル空間では，線分，半空間，向き，ベクトルを扱うことができる．
すなわち，完全４次元同次処理とは，射影空間 P3 の図形処理を，付随ベクトル空間
∗R4（R4 より，原点（0,0,0）を除いた空間）において一環して処理を行い，射影空間に
厳密に成立する双対性の原理を最大限に利用するとともに，すべての処理の，射影変換に
対する不変性を目指すパラダイムである．
このように，完全４次元同次処理のプレイグラウンドは，付随ベクトル空間 ∗R4 であっ
て，射影空間ではない．∗R4 において，原点を通過するする直線の集合が射影空間であ
る．従って，∗R4 に成立する性質を利用して，射影空間の図形の処理が可能となる．
ところで，本研究ではまた，無誤差演算すなわち多倍長の整数演算を用いて幾何図形処
理を行う．しかし，付随ベクトル空間 ∗R4 は実数体である．そこで，実数体上の付随ベ
クトル空間 ∗R4 の拡張を行い整数に対応させる必要がある．整数の集合は可換環を成す．
従って，Rを可換環とすると，これに属する２つのベクトル S，T の関係 ∼は以下の式
で与えられる．このように，一般化ベクトル空間（整数対応）の同値関係は，通常ベクト
ル空間とは少し異なる．
S ∼ T ⇔ ∃ζ ∈ R,∃η ∈ R, ζ 6= 0, η 6= 0 : ζS = ηT (3.8)
3.4 完全４次元同次処理の特徴
幾何図形をコンピュータ上に表現し処理する場合，それらは幾何情報と位相情報に分離
することができる．完全４次元同次処理とは，幾何の定義・演算においては同次処理を，
位相の定義・操作においては双対処理の利用を徹底させるものである．そして，これによ
り，演算の不正確さ，演算の不安定さ，処理の複雑さという問題を解決しようとするもの
である [Yamaguchi 96][Yamaguchi 02]．図 3.2に，この完全 4次元理論の体系の全体を
示す．そして，以下に完全４次元同次処理の特徴をまとめておく．
3.4.1 ４×４行列法
幾何・図形状処理において，各種の変換 (射影変換)を同次座標ベクトルと４×４行列
の積として行う．この手法では，３次元ユークリッド空間における変換が，４次元空間に
おける線形変換として処理され，平行移動，回転，拡大・縮小などの各種変換を４×４行
列の積として統一的に取り扱うことができる．また，無限遠点も通常の点と同様に変換さ
44 第 3章 完全４次元理論
図 3.2 完全４次元同次処理体系
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れる．各種の変換を同次座標ベクトルと４×４行列の積として行う手法を４×４行列法と
呼ぶ．
3.4.2 拡張４×４行列式法
拡張４×４行列式法とは，変換以外の各種３次元幾何演算を行列式の計算に帰着させ統
一的に行う手法である．従来の４×４行列式法では，３次元空間内のある平面上の直線に
対する平面上の点の半空間テストという２次元またはそれ以下の次元の問題を取り扱う場
合には，平面上にない任意の点を補助点として選ぶことによって，４×４行列式の計算に
帰着させた．拡張４×４行列式法では，補助点を用いることなく処理を行うことができ
る．例えば，２次元の問題は３×３行列式の計算に帰着される．
3.4.3 無誤差演算
幾何計算に４×４行列法および拡張４×４行列式法を用いることによって，処理は一貫
して 4次元空間で行われ，表示の段階あるいは２点間の距離を求めるなどの射影的に不変
な性質を求めるとき以外は，４次元同次処理は除算を必要としない．従って，４×４行列
法および拡張４×４行列式法は，無誤差演算（多倍長整数演算）と非常に親和性が高い幾
何処理体系である．
３次元ユークリッド座標系幾何演算では，通常除算が発生するが，この４次元同次処理
では，全ての演算は加減算と乗算のみで済み，除算は発生しない．そこで，数値がすべて
有限桁数の有理数であるとすれば，その演算結果も有限桁数の有理数となる．除算がない
ので，無限桁数の循環小数などになることはない．従って，４次元同次処理は，数値計算
に誤差の伴わない可変長ビットの整数演算と組み合わせることにより，数値的に決して破
綻することのない無誤差幾何処理を実現することが可能となる．このように，４次元同次
処理は，数値計算に誤差の伴わない整数演算に合った体系である．
3.4.4 双対性
同次座標によって表現された空間，すなわち射影空間または２重空間においては，「双
対性」が厳密に成立する．双対性とは，ある幾何学的命題が成り立てば，その命題の中の，
「点」を「超平面」に，「超平面」を「点」に，またはその他の双対概念を入れ替えた命題
も常に成り立つ．この性質を射影的双対原理（principle of projective duality），または
46 第 3章 完全４次元理論
略して双対原理（principle of duality）という．
例を挙げると，射影平面においては，「相異なる２点は１直線を定める」が成立し，かつ
その双対命題である「相異なる２直線は１点を定める」が成立する．しかし，ユークリッ
ド平面においては，最初の命題は成立するが，その双対命題は成立しない．なぜなら，２
直線が平行となるとき，それらの交点は存在しないからである．
このように双対性を完全に成立させる処理系では，例えば，３点の同次座標データを入
力として，それらの点を通る平面の同次係数を出力するプログラムは，そのまま３つの平
面の同次係数を入力することにより，３平面の交点の同次座標を出力させることができ
る．すなわち，１つの処理プログラムは，双対な２つの目的のために用いることができ
る．双対性を利用することによって，システムを簡単化できる．
完全 4次元処理では，幾何の定義・演算および位相の定義・操作において双対性を用い
る．位相情報処理に関しては，面分と頂点に関して双対性を実現した Quarter edgeデー
タ構造 [Niizeki 93]がある．この Quarter edgeデータ構造では，データ構造を操作する
オイラーオペレータにおいて，面分と頂点に関して完全な双対性が保証されている．幾何
に関しては，点と面に関して双対性が成り立ち，これらに関する演算は同じ処理で実現さ
れる．
3.5 プリュッカー座標系
同次座標は点に対する座標である．同次座標をより一般化したものとして，プリュッ
カー座標がある．４次元のプリュッカー座標には，点，直線，平面，ユニバース，の４つ
の種類がある．本研究の３次元幾何処理システムでは，幾何演算処理を，このプリュッ
カー座標系を用いて無誤差（可変長の整数演算）で行っている．そこで，以下，プリュッ
カー座標系の基本幾何演算の概要について説明する．
3.5.1 点
点 Vのプリュッカー座標は以下で与えられる．点のプリュッカー座標は同次座標と同
じ形式となる．
V = [X,Y, Z,w] (3.9)
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3.5.2 ２点から直線の生成
２点 V0 = [X0, Y0, Z0, w0]および V1 = [X1, Y1, Z1, w1]を通る直線のプリュッカー座
標 L01 は次式で与えられる．
L01 = [P01, Q01, R01, S01, T01, U01] (3.10)
ここで，
P01 =
∣∣∣∣ X0 w0X1 w1
∣∣∣∣ , Q01 = ∣∣∣∣ Y0 w0Y1 w1
∣∣∣∣ , R01 = ∣∣∣∣ Z0 w0Z1 w1
∣∣∣∣ ,
S01 =
∣∣∣∣ Y0 Z0Y1 Z1
∣∣∣∣ , T01 = ∣∣∣∣ Z0 X0Z1 X1
∣∣∣∣ , U01 = ∣∣∣∣ X0 Y0X1 Y1
∣∣∣∣
3.5.3 ３点から平面の生成
３点 V0 = [X0, Y0, Z0, w0],V1 = [X1, Y1, Z1, w1],V2 = [X2, Y2, Z2, w2] を通る平面の
プリュッカー座標 F012 は次式により与えられる．A012，B012，C012，D012 は，一般に平
面係数と呼ばれている．
F012 = [A012, B012, C012, D012] (3.11)
ここで，
A012 =
∣∣∣∣∣∣
Y0 Z0 w0
Y1 Z1 w1
Y2 Z2 w2
∣∣∣∣∣∣ , B012 =
∣∣∣∣∣∣
Z0 X0 w0
Z1 X1 w1
Z2 X2 w2
∣∣∣∣∣∣ ,
C012 =
∣∣∣∣∣∣
X0 Y0 w0
X1 Y1 w1
X2 Y2 w2
∣∣∣∣∣∣ , D012 = −
∣∣∣∣∣∣
X0 Y0 Z0
X1 Y1 Z1
X2 Y2 Z2
∣∣∣∣∣∣
3.5.4 線と面の交点
２点 Va = [Xa, Ya, Za, wa],Vb = [Xb, Yb, Zb, wb] を通る直線と，面 F012 との交点 V
は次式で与えられる．ただし，太文字はベクトルを表す．
V = Sb012V a − Sa012V b (3.12)
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ここで，
Sa012 = V aF 012 = XaA012 + YaB012 + ZaC012 + waD012 (≤ 0)
Sb012 = V bF 012 = XbA012 + YbB012 + ZbC012 + wbD012 (≥ 0)
集合演算を行う前に存在していた頂点を１次頂点（１次点）と呼ぶことにする．そし
て，(3.12) 式を用いて，１次点 Va および Vb から新たに計算される交点 V を２次頂点
（２次点）と呼ぶことにする．また，(3.12)式において，Va および Vb の少なくとも一方
が２次点であり，かつ両方とも２次点以下であるとき，求められた交点 Vを３次頂点（３
次点）と呼ぶことにする．
１次点の座標値における最大桁数を Lとすると，１次点から計算される平面のプリュッ
カー座標 F012 の最大桁数は，(3.11) 式より 3L + 5 となる．そこで，２次点の最大桁数
は，(3.12)式より 5L+ 9となる．さらに，３次点のそれは 13L+ 27となる．
3.5.5 ２点の一致判定
２点 V0 = [X0, Y0, Z0, w0],V1 = [X1, Y1, Z1, w1]の一致判定は，この２点を通る直線
のプリュッカー座標 L01 において，以下の式が成立することである．
L01 = [P01, Q01, R01, S01, T01, U01] = [0, 0, 0, 0, 0, 0] (3.13)
3.5.6 ２面の一致判定
２つの平面 F0 = [a0, b0, c0, d0],F1 = [a1, b1, c1, d1] の一致判定は，点と面の双対性に
より，(3.13)式と同じ形式となる．
3.5.7 点の面に対する位置判定
点 V = [X,Y, Z,w]が，平面 F012 に対してどの位置にあるかの判定は次式で与えられ
る．すなわち，sの符号 +, 0,−に対応して，点は，面の正側，面上，面の負側となる．
s = VF 012 = XA012 + Y B012 + ZC012 + wD012 (3.14)
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3.5.8 ２線分の向き判定
２線分 L01 と L23 が同一直線であるとき，両者の向きの判定は次式で与えられる．す
なわち，sの符号 +,−に対応して，両者の向きは，同じ方向，逆向きとなる．
s = L01L23 (3.15)
3.5.9 ２面の向き判定
２平面 F012 と F345 が同一平面であるとき，両者の向きの判定は次式で与えられる．す
なわち，sの符号 +,−に対応して，両者の向きは，同じ方向，逆向きとなる．
s = F 012F 345 (3.16)
3.5.10 ４点からユニバースの生成
４点 V0 = [X0, Y0, Z0, w0],V1 = [X1, Y1, Z1, w1],V2 = [X2, Y2, Z2, w2],V3 =
[X3, Y3, Z3, w3] によって生成されるユニバース U0123 のプリュッカー座標は次式により
与えられる．
U0123 =
∣∣∣∣∣∣∣∣
X0 Y0 Z0 w0
X1 Y1 Z1 w1
X2 Y2 Z2 w2
X3 Y3 Z3 w3
∣∣∣∣∣∣∣∣ (3.17)
3.5.11 プリュッカー係数
同次座標の双対は同次係数である．同次座標が点の座標であり，その一般化として「プ
リュッカー座標」が定義される．同様に，同次係数は平面の係数であり，その一般化とし
てとして「プリュッカー係数」が定義される．従って，プリュッカー座標とプリュッカー
係数とは双対な関係にある．すなわち，平面のプリュッカー係数は平面式係数そのもの
である．そして，ユニバースと双対な関係にあるプリュッカー係数はバキュームと呼ば
れる．
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3.6 本章のまとめ
本章では，「幾何無矛盾化アルゴリズム」の１つの基礎となっている「完全４次元理論」
に関して説明した．完全４次元理論では，幾何演算を加減算と乗算のみで行うことがで
き，割り算を排除することができる．そこで，無誤差演算との相性が非常によい．さら
に，幾何無矛盾化アルゴリズムでは，同次座標をより一般化したプリュッカー座標を用い
ている．そこで，このプリュッカー座標に関して説明した．
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超幾何スキーム
4.1 本章の概要
本研究の「幾何無矛盾化アルゴリズム」は，単体幾何の概念を拡張した「超幾何スキー
ム」をベースにして構築している．そこで，本章では，著者がこれまに研究してきた超幾
何スキームを説明しまとめる．特に，超３角形幾何は幾何無矛盾化アルゴリズムの根幹を
成す．幾何無矛盾化アルゴリズムは，種々の縮退幾何図形を扱うために，多角形をベース
とした処理では幾何的組合せの数が多くなり対応不可能であると判断している（複雑性の
問題）．超３角形幾何が持つある意味で究極的な単純性を最大限利用することにより幾何
無矛盾化アルゴリズムを実現することができる．単純性の追求が不安定性の解消にも貢献
している．
4.2 Boundary Representation
Boundary Representation ( BRep )は代表的かつよく用いられる幾何モデル（ソ
リッドモデル）である [Requicha 82][Requicha 83]．これまでに発表されている BRep
を，その境界面の種類により分類すると次の３つのタイプとなる [Arakawa 95]．ただし，
ここでは境界面が平面で構成される平面多面体 BRepに限定し，境界面が曲面等で構成さ
れる BRepは対象外とする．
(1) 多角形モデル
(2) 多角形／３角形ハイブリッドモデル
(3) ３角形／多角形ハイブリッドモデル
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(1) 多角形モデルは，BRep の境界面が，任意の多角形面で構成されるモデルである．
(2)多角形／３角形ハイブリッドモデルは，(1)多角形モデルと同じように，その境界面は
多角形面で構成されるが，補完的・補助的に３角形面表現と３角形面処理を用いるモデル
である．すなわち，多角形面データが主データとなるが，３角形面データ処理も用いられ
る，多角形面と３角形面のハイブリッドモデルである．(3)３角形／多角形ハイブリッド
モデルは，(2)多角形／３角形モデルとは全く逆に，その境界面は３角形面で構成される
が，補完的・補助的に多角形面が用いられる．すなわち，３角形面データを主データ，多
角形面データを副データとするハイブリッドモデルである．
4.2.1 多角形モデル
BRepでは一般的に，図 4.1(2)に示すように，その境界面は（任意の）多角形面で表現
され処理される [Requicha 82][Requicha 83]．以下，多角形面を単に多角形と呼ぶ．しか
し，このような多角形に基づいた BRepはデータ構造および処理アルゴリズムともに非常
に複雑となり，その処理系も大規模なものとなる．
多角形 BRepにおいて，凹立体あるいは穴などのある立体に対応しようとすると，デー
タ構造および処理アルゴリズムが複雑化する．例えば，図 4.2(1) に示すような穴を持つ
面，すなわち，多重連結面の場合を示す．この例では，３つの面分ループを持つ．このよ
うに穴が存在する多重連結多角形面では，処理を単純化するために，１つの単連結な多角
形面とする処理が行われる．図 4.2(2)に示すように，仮想エッジ（補助エッジ）を用いて
面を分割し，穴をなくして，単連結多角形とする処理が行われる．しかし，この処理にお
いて，どこに仮想エッジを生成するか，すなわち，面をどのように分割するかは，一意で
はなく複数の解が存在する．そして，穴の数が多くなると，その分割方法は指数関数的に
増え，かつ複雑な処理となる．
このように，多角形をベースとした処理は，高い信頼性を持つ実用性のある処理系を構
築することが難しいことが知られている [Yamaguchi 84b]．また，著者も，BRepにおけ
る集合演算等の幾何処理の複雑性の問題は，任意の多角形をベースとしていることに起
因・主因していると考えている．
4.2.2 多角形／３角形ハイブリッドモデル
多角形 BRep のデータ構造および処理アルゴリズムを単純化・効率化する試みが，い
ろいろと取り組まれてきている．その代表的なものが３角形処理の導入である．多角形
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図 4.1 幾何表現
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図 4.2 穴のある多角形面と仮想エッジ
処理の複雑性という課題を解決するために，３角形処理の持つ単純性に注目して，３角
形面を用いた BRep が提案されてきている [Hubbard 90][Yamaguchi 84a][Yamaguchi
84b][Yamaguchi 85]．以下，３角形面を３角形と呼ぶ．
３角形はこれ以上原理的に分割不可能な，究極的に単純な基本図形である．３角形面の
みを用いて BRepを構成すると，図 4.1(3)に示すように，ある意味で究極的に単純な幾
何表現および処理を実現することができる．データ構造および処理アルゴリズムともに大
幅に単純化・簡略化される．しかし，集合演算などの処理の過程で，３角形の数（データ
量）が指数関数的に急激に増えてしまうなど，大きな欠点も併せ持つ．
一般的に言って，多角形を用いるとデータ量は少なくて済むが，データ構造および処理
が複雑になる．一方，３角形を用いると，データ構造および処理は単純になるが，データ
量は非常に増える．そこで，これまでに発表されている３角形を用いた BRep はいずれ
も，多角形と３角形の両方を用いて処理系を実現している．これにより，両者の優れた特
性を利用し，欠点を補い合っている．
山口らは，多角形／３角形ハイブリッドモデルを提案している [Yamaguchi
84a][Yamaguchi 84b][Yamaguchi 85]．これは多角形を主表現としている点では多角形モ
デルと変わりなく，多角形データが主データとなる．このモデルでは，上述したような多
角形処理の持つ複雑性を解消するために，３角形の持つ優れた特性である単純性を利用し
ようとするものである．すなわち，多角形を３角形に分割した後，集合演算等を行ってい
る．これにより，多角形では非常に複雑であった交線を求める処理などが単純化・効率化
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される．
4.2.3 ３角形／多角形ハイブリッドモデル
一方，Hubbardは３角形／多角形ハイブリッドモデルを提案している [Hubbard 90]．
これは，多角形／３角形ハイブリッドモデルとは対極となり，３角形が主表現となり，多
角形処理が補助的に用いられる．３角形処理が持つデータ量（３角形の数）の増大という
欠点を補うために，多角形の持つ優れた特性を利用するものである．すなわち，例えば集
合演算において，このモデルではすでに３角形表現されているので，多角形／３角形モデ
ルのように多角形から３角形を絶えず生成することなく，３角形相互の交差判定から容易
に直接的に交線を求めることができる．
しかし，この交線データから「局所的」に３角形を再分割（細分割）すると，不必要な
３角形分割が起こり，３角形の数が一挙に増えてしまう．そこで，Hubbardは，交線が発
生する（複数の）３角形において，いったん３角形から多角形を合成し，この多角形と交
線データを用いて「大局的な分割」を行い，生成される３角形の数を最小化・最適化して
いる．
4.2.4 ハイブリッドモデルの問題点
上述した多角形と３角形のハイブリッドモデルでは，以下のような問題点が生じる．
(1) 多角形を３角形に分割する処理が絶えず発生する（分割処理のオーバーヘッドの
問題）．
(2) そして，いかに効率的に多角形を３角形に分割するかという「多角形の３角形分割
処理効率の問題」が生じる．
(3) また，いかに適切に多角形を３角形に分割するかという，多角形分割により生成さ
れる「３角形の質の問題」が生じる．
どちらのハイブリッドモデルでも，多角形を３角形に分割する処理が絶えず発生し，そ
の処理のオーバーヘッドが問題となる．例えば，集合演算の度に分割処理が発生する．立
体（多角形）が，多くの凹凸や穴を持ち複雑になってくるとこの分割処理の演算量も加速
度的に増える．
さらに，凹や穴を多く持つ複雑な多角形を３角形分割した場合，形状が非常にい˙び˙つ˙な
面積がゼロに近い，いわゆる「不良３角形」が生成される場合がある．すなわち，生成さ
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図 4.3 多角形の３角形分割処理
れた３角形における質の問題である．このような３角形は，他の処理に精度的あるいは信
頼性の点でかなり悪い影響を及ぼすであろう．Hubbardは多角形の３角形分割のアルゴ
リズムとして，「単調な多角形」( monotone polygon )を用いるアルゴリズムを採用して
いる [Hubbard 90]．このアルゴリズムにおいて，その生成される３角形の質に問題が発
生する場合があることは，Hubbard自身が指摘している [Hubbard 90]．
この多角形の３角形分割の問題点に関して，図 4.3の例を用いて，さらに具体的かつ詳
細に説明する．図 4.3(1)では３角形 a, b, c, d, e, fは１つの多角形（平面）を構成してお
り，a, bに交線 pが発生している．Hubbardの方法では，まず a, b, c, d, e, fから構成
される多角形が求められて，図 4.3(2) に示すように，この多角形が交線により最小個数
の３角形に分割される．そして，不要面（ここでは３角形 g, h）が消去される．次の集合
演算演算における交線 qが図 4.3(3)のように交わっているとすると，前の処理で求めら
れた図 4.3(3) の３角形はすべて捨てられ，再び元の多角形から３角形分割が行われ，図
4.3(4)に示すように，まったく新たな３角形群が生成される．そして，不要面（ここでは
３角形 i, j）が消去される．
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このように，それまでに生成された３角形をすべて破棄する「大局的な分割」は，３角
形の数を最小化できるが，多角形の３角形分割が広域化する．多角形面が凹あるいは穴を
数多く持つなど，多角形面が複雑になってくると，多角形を３角形に分割する処理の時間
が加速度的に増え，処理のオーバーヘッドが問題になってくる．
一方，それまでに生成された３角形を利用する「局所的な分割」では，例えば図 4.3(1)
の場合は aと bがさらに分割されるだけで，３角形 c, d, e, fに分割処理が及ぶことはな
く，不必要な分割は発生しない．その代わりに，３角形の数は最小とはならず，一般的に
その数はかなり増える．また，不良３角形の数も増大する．
4.3 超３角形幾何
このように３角形処理を導入する効果は大きいが，多角形と３角形を併存させる限り，
「多角形の３角形分割問題」は避けられない．そこで，著者は第４のタイプであり，一つ
の究極のモデルである，多角形をまったく用いない３角形のみを用いた BRepを提案して
きている．これは，多角形 BRepに対する対極のモデルであり，多角形の３角形分割問題
を根元的に排除することができる．
上述してきたように，３角形はこれ以上原理的に分割不可能な根元的基本図形である．
そこで，３角形のみを用いることにより非常に単純な形状表現となり，データ構造および
処理アルゴリズムは，ある意味で究極的に単純化・簡略化することができる．
また近年，曲面を用いた BRepも実用化されつつある．しかしこのような BRepでは，
交線などを求めて集合演算を行うことは，よりいっそうの困難を伴う．そこで著者の立場
としては，これらの曲面データを，まず（微小かつ大量の）３角形面を用いて近似表現し
３角形 BRep とし，後はすべて３角形の枠組みの中で演算・処理しようとするものであ
る．そして，曲面に対する高い表現・演算精度を実現するには，微小かつ大量の３角形の
演算に耐える幾何モデラが必要不可欠となってくる．このようなモデラを実現する第１ス
テップとして，データ構造および処理アルゴリズムを最大限に単純化することが重要であ
ると考えている．これが多角形をまったく用いない，３角形のみで BRepを構築するもう
１つの大きな理由である．
しかしながら，BRepの境界面を多角形から３角形のみにすると，これまでに述べてき
たように，データ構造および処理アルゴリズムは究極的に単純化されるが，データ量（３
角形の数）は非常に増える．これは，集合演算などを行なうと，３角形分割が周辺の３角
形に伝播し不必要な３角形分割が発生することなどによる．
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図 4.4 超３角形幾何表現
そこで，図 4.1(4) に示すように，通常の３角形の概念を拡張し，ゼロ３角形を新たに
考案した．このゼロ３角形により，３角形分割の伝播を抑制することができる．図 4.1(4)
灰色領域に示すように，ゼロ３角形とは，３角形を構成する３つの頂点が同一直線上とな
る，面積がゼロとなる，縮退した３角形である．また，面積がゼロでない通常の３角形を
実３角形と呼ぶことにする．そして，ゼロ３角形と実３角形の両方を含む３角形を，拡張
された３角形という意味で超３角形と呼ぶことにする．この超３角形をベースした BRep
を，超３角形 BRepと呼ぶことにする．
図 4.4(3)では，頂点 A, B, Cおよび Dは実際は同一直線上にある．図 4.4(3)に示すよ
うに，ゼロ３角形を用いることにより，より少ない実３角形（通常３角形）で面分を表現
することが可能となる．図 4.4(2)に示す立体の前面と，(3)の面の実３角形の数を比較す
ると，(2)の従来法では面を表現するのに１３個が必要であるが，(3)の超３角形法では約
半分の７個で済む．(3)ではゼロ３角形は６個となり，実３角形をあわせた合計の３角形
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数は１３個となり，(2)と (3)の３角形数は一致する．すなわち，１つの多角形を表現す
る３角形の最小個数は，実３角形数とゼロ３角形数をあわせると一定となる「３角形の保
存則」が成立する．
しかし，ゼロ３角形は，通常の３角形幾何処理からは除外することができる．ゼロ３角
形を用いることにより，より少ない実３角形（通常３角形）で面分を表現し処理すること
が可能となる．すなわち，従来の通常３角形処理に比べて，処理対象となる３角形の数を
減らすことができ，処理量を減らすことができる．このような特徴により，超３角形処理
では，従来の３角形処理に比べて，高効率な処理を実現することができる．
ゼロ３角形は３角形が完全につぶれた「線形の３角形」とみなすことができる．すなわ
ち，３角形と線分の両方の特性（２面性）を合わせ持つ．超３角形表現処理では，このよ
うな特性を持つゼロ３角形を用いることにより，３角形幾何処理の単純性はほとんど損な
うことなく，大きな欠点であった３角形の数の増大等を抑制することができる．さらに，
集合演算において，交線を求めて３角形を分割する処理はその処理量のかなりの部分を占
めるが，ゼロ３角形はこの処理から除外できるので大幅に演算量を減らすことができる．
すなわち，ゼロ３角形はデータ量の削減だけではなく処理の効率化にも寄与する．
以上のような理由により，超３角形幾何処理では，３角形幾何の表現性と処理性を飛躍
的に増大させることができる．このような特性により，従来の３角形処理に比べて，高効
率・高速かつ柔軟な幾何図形処理を実現することが出来る．基本幾何演算（集合演算，幾
何干渉チェック，断面生成等）を高速に行うことができる．
そして，実際に集合演算の処理系を作成することにより，集合演算が単純化・効率化で
きることを実証した．文献 [Arakawa 95]では，このゼロ３角形の面数抑制効果を定量的
に示した．また，文献 [Arakawa 96]では，超３角形幾何により集合演算が高速化できる
ことを実証した．
超３角形表現処理の欠点は，ゼロ３角形という縮退した特別かつ特殊な３角形を注意深
く取り扱う必要があるということである．大抵の場合，実３角形処理（通常３角形処理）
とゼロ３角形処理は別処理となる．従って，処理系が，通常３角形処理に比べて，複雑化
する．しかし，この複雑化は，多角形処理の複雑性に比べれば，はるかに単純で，通常３
角形処理よりは少し複雑化する程度である．
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4.4 無誤差４次元超３角形幾何
超３角形 BRep では，多角形 BRep に比べて単純なデータ構造および処理アルゴリズ
ムとなるので，その処理系の高信頼性を確保しやすいと言える．しかしながら，それでも
演算誤差による破綻は免れない．また，多くの小さな３角形面により形状を表現すること
も多くなるので，多角形 BRep よりも誤差が蓄積する場合もある．超３角形幾何法によ
り，集合演算の複雑性の問題は解決することができたが，安定性の問題は依然として残っ
たままであった．
上述した超３角形幾何処理法では，浮動小数点演算を用いた３次元ユークリッド座標系
を前提としていた．この幾何演算の誤差による破綻の問題を，根本的に解決するアプロー
チとして，第３章において説明したように，無誤差演算（多倍長整数演算）を用いた完全
４次元同次処理が提案されてきている [Yamaguchi 96][Yamaguchi 02]．この４次元処理
では，すべての演算は加減算と乗算だけで済み，除算は必要ではなくなる．そこで，数値
がすべて有限桁数の有理数であるとすれば，その演算結果も有限桁数の有理数となる．無
限桁数の循環小数などになることはない．これにより，有限ビット長を持つ計算機を用い
て，無誤差演算（多倍長整数演算）を実現することができる．
集合演算等の幾何処理の高信頼性を確保するために、超３角形 BRepに無誤差完全４次
元同次処理を導入することは自然な流れである．すなわち，集合演算の演算誤差による不
安定性を根本的に解決するアプローチとして，著者らはこれまでに，無誤差完全４次元同
次処理と超３角形幾何処理を融合した無誤差４次元超３角形幾何モデリングを構築し提案
した [Arakawa 99]．そして，数値（座標値）の桁数が，ある一定の上限値以上に増大しな
い無誤差集合演算法を実現しその安定性を実証した．
4.5 超３角形幾何の優位性
３角形幾何を含む超３角形幾何処理が持つ優位性・特徴をまとめると以下のようにな
る．このような特徴・特性を最大限利用して，本研究における幾何無矛盾化法および３次
元幾何処理システムを研究開発した．
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4.5.1 図形のパターン
図 4.5に，３角形の形状パターン分類を示す．３角形では法線ベクトルは１つしか存在
しないので，３角形のパターン分類は，図 4.5(2)に示すように，３通りとなる．図 4.5に
おいて，背景が灰色となっている形状は縮退または矛盾図形（裏面を含む）である．さら
に，３頂点が同一直線上となる場合は，以下の合計７通りのパターンがある．従って，３
角形のパターン分類は，総計３＋７＝１０通りとなる．一方，「2.2　幾何処理の複雑性」
において述べたように，４角形の形状パターン（同一平面上）は１０４通りとなる．
すなわち，４角形と３角形を，単純に比較すると，１０４通り：１０通りとなり，４角形
が３角形に比べて１０倍複雑であるといえる．４角形は，３角形から単に１つ頂点（辺）
が増えただけの形状であるが，このように，その形状パターンは格段に増え，その複雑性
ははるかに増す．そして，４角形幾何処理と３角形幾何処理は，その複雑性においてまっ
たく異なる処理となる．
(1) ３点すべて異なる場合　　３通り
１２３　１３２　２１３
(2) ２点が同一の場合　　３通り
１＝２　　１＝３　　　２＝３
(3) ３点が同一の場合　　１通り
１＝２＝３　
4.5.2 同一平面性とねじれ
本研究の幾何処理システムでは，頂点データの数値桁数の切り捨てを行う．これを行う
と，図 4.6(1)に示すように，４角形では，当初同一平面上にあった頂点 A, B, C, Dが同
一平面とならない場合が発生する．これらの４点を含む同一平面は存在しない．一方，図
4.6(2)に示すように，３角形幾何では，たとえ頂点がどのようにずれたとしても，必ずこ
の３頂点を含む３角形平面を（再）定義することができる．そして，頂点の位置がずれて
も同一平面性は必ず満たされ，同一平面性を考慮する必要はない（複雑性は増加しない）．
また，「2.2　幾何処理の複雑性」において述べたように，同一平面性と関連するが，４
角形では「ねじれ」が発生する．一方，３角形では，このようなねじれ形状は一切存在し
ない．３角形では，縮退形状は，３頂点が同一直線上，２頂点が同一，３頂点が同一の３
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図 4.5 ３角形のパターン
通りのみである．これらはいずれも，著者が提案している超３角形幾何処理では，ゼロ３
角形である．ゼロ３角形は縮退形状ではあるが，超３角形幾何処理では，このゼロ３角形
の特性をむしろ逆手にとって，長所として積極的に利用しようとするものである．
4.5.3 凸凹
３角形と４角形以上の多角形の本質的な違いの１つは，３角形は凸のみで凹が存在しな
いが，４角形以上には凹が存在するということである．一般的に言って，幾何処理では，
凸形状に比べて凹形状の処理は複雑になり，取り扱いが大変となる．
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図 4.6 同一平面性
図 4.7 凹形状
例えば，図 4.7(1)に示すように，２つの凹４角形がからんでいる場合には，４角形に基
づいた処理では，面の前後関係が不定となる場合が発生する．そこで，面の前後関係が重
要となる隠線・隠面処理では，そのままでは処理をすることが不能となる．一方，(2)に
示すように，３角形に基づいた処理では，このようなことは起こらず，必ず２つの３角形
において面の前後関係が確定でき，かつ単純な処理となる．
4.5.4 辺の保存
ゼロ３角形を用いて３角形を分割することにより，処理前に存在していた辺（１次辺）
を切断せずに保存することができる．例えば，図 4.8(1)では，３角形 ABCの辺 BCが，
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図 4.8 ゼロ３角形による辺の保存
D，Eの順に３分割される．(1)に示す従来法では，交点 Eは１次頂点 C（処理前に存在
していた頂点）および２次頂点 D （処理途上に新たに生成された頂点）から計算される
ので３次頂点となる．このように，従来法では，新たに生成される頂点の次数は順次増大
し，その座標値桁数も際限なく増大していく．
一方，(2)に示すように，超３角形幾何処理では，実３角形 ABCの分割が繰り返され
ても，ゼロ３角形 BCDは分割されることはなくそのまま残すことができる．両端点がと
もに１次頂点である１次辺 BCは分割されることなく残される．そこで，交点 Eも，１次
辺 BCから求めることができ２次頂点となる．このように，ゼロ３角形を用いることによ
り，１次辺を保存する特別な枠組みを導入することなく，３角形データの枠組みだけで，
ゼロ３角形の辺として，１次辺を保存し処理することができる．演算桁数の低減に必要不
可欠な線分である「１次辺」は，ゼロ３角形の枠組みで保持される．これにより，数値桁
数の不必要な増大を抑制することができる．
4.5.5 分割の伝播防止
図 4.9(1)の例では，３角形 aと bが交差している．そして，aは bによりその交線で
分割される．通常の３角形分割では，aが分割されると，aに隣接する３角形 cおよび d
にもその分割が及ぶ．一方，ゼロ３角形を用いると，(2)に示すように，cおよび dは分
割されない．(3)の例では，分割線 i, jの順で面が３角形分割される．従来法では，分割
線 iにより分割された後，分割線 jにより分割される３角形数は，(4)に示すように４個
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図 4.9 周辺３角形への分割の伝播の防止
となる．一方，超３角形幾何処理では，(5)および (6)に示すように，分割線 iにより分
割された後も，分割線 jにより分割される３角形数は１個となり，その数は増えない．そ
して，このような分割が繰り返されると，両者の３角形の数は大きな差となって現れる．
このように，従来法では，不必要な３角形分割が起こり，処理効率の悪化およびデータ
66 第 4章 超幾何スキーム
図 4.10 面接続
量（３角形数）の増大が起こる．一方，超３角形幾何処理では，周辺３角形への分割の伝
播を，ゼロ３角形により阻止することができる．結果として，不必要な３角形分割を抑制
することができ，データ量（３角形数）を低減することができる．また，これにより処理
効率を高めることができる．
4.5.6 面接続の容易性
２つの面（３角形）を接続する場合，通常処理では，図 4.10(1)に示すように，３角形
の分割処理が必要である．この時，接続される辺 AB，CDの位置関係は，図 4.10(3)に
示すように，１３通りある．このそれぞれの位置関係すべてに対応して，両者の３角形を
分割しなければならない（分割が必要でない位置関係もある）．一方，(2)のようにゼロ３
角形を用いると，このような分割処理が不要となり，最大２個のゼロ３角形を用いること
により，簡単かつ自由に面を接続することができる．
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4.6 超３角形幾何の短所
超３角形幾何およびこれを用いた処理の問題点に関してまとめると以下のようになる．
このように，超３角形幾何処理では，処理対象の特質をよく考慮する必要がある．そうで
ないと，超３角形幾何処理の特性がよく発揮されない．
(1) 超３角形幾何処理ではゼロ３角形という縮退した図形を取り扱うので，大抵の場
合，実３角形幾何処理とは異なる処理となる．両者は別処理として取り扱う必要が
ある．
(2) ゼロ３角形（縮退図形）を扱う超３角形幾何処理は，実３角形（通常３角形）幾何
処理と比べて複雑となる場合が多い．
(3) どの処理を，ゼロ３角形を含む超３角形幾何処理とするかを，通常の３角形幾何処
理との比較で検討する必要がある．超３角形幾何処理と通常３角形幾何処理とのバ
ランスをうまく取らないと，処理が効率化されず，データ量も削減されない．
4.7 超３角形 BRepのデータ構造
BRepにおけるデータ構造は，以下の２つに大別することができる [Higashi 95]．前者
はエッジ（辺または稜線）を主体とした，後者は面を主体としたデータ構造である．
(1) Edge-basedデータ構造
(2) Face-basedデータ構造
BRepではこれまで圧倒的に前者の Edge-basedデータ構造が採用されてきている．第
２章において説明したデータ構造，Winged edge，Half edge，Quarter edge はすべて
Edge-basedデータ構造である．その主な理由は，コンパクトなデータ構造になり，かつ
データ処理効率がよいからである．しかし，幾何演算誤差などの管理は容易ではない．こ
れは，面，エッジ，頂点データを対等に扱い，面データを第一義データとして扱うことが
難しいからである．
これに対して，Face-basedデータ構造は以下のような特徴を持っている [Higashi 95]．
(1) 設計・エンジニアリングデータベースなどのより上位のデータとの親和性がよい．
例えば，形状特徴情報を面の拘束として直接的に記述できる．
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図 4.11 超３角形の Face-basedデータ構造
(2) 面データを第一義データとすることができ，幾何演算誤差などの管理がやり易い．
上記のような理由により，本研究の超３角形 BRepでは，Face-basedデータ構造を採用
している [Arakawa 95]．すなわち，超３角形データは，図 4.11に示すように，３角形の
３つの頂点データへのポインタ (vertex0, vertex1, vertex2)と，周辺の３つの隣接する実
３角形データあるいはゼロ３角形データへのポインタ (triangle0, triangle1, triangle2)，
およびその３角形が実３角形（real）かゼロ３角形（zero）かを区別する type項目から構
成される．ここで、ポインタとは，記憶装置（メモリー）上において，該当データが格納
されている番地（アドレス）を示すデータである．
このように，超３角形の Face-basedデータ構造は非常に単純となる．そして，実３角
形データおよびゼロ３角形データは，データ構造上は全く同じ形式となる．type項目は
処理の効率化のためにある．３角形の法線ベクトルを求めることにより，実３角形かゼロ
３角形かを判別できるので，type項目は特段必要ではない．ただし，法線ベクトルを求め
る処理が付加されるので処理効率は低下する．逆に，法線ベクトルを常時保持することに
より，法線ベクトル関連処理が省略化されるので処理効率は向上する．また，エッジデー
タは，特に陽に持つ必要はない．
4.7 超３角形 BRepのデータ構造 69
図 4.12 超３角形の Edge-basedデータ構造
次に，超３角形 BRepにおける Edge-basedデータ構造に関して考察する．まず，超３
角形幾何処理において，面分としては３角形面しか存在しない．従って，３つのエッジで
囲まれる３角形面とその隣接関係のみが表現できれば必要十分である．そこで，Winged
edgeや Half edge（併合型）のように多くのデータ項目を持つ必要はない．また，３角形
幾何処理では，処理アルゴリズムは究極的に単純化・簡略化されるので，双対性を利用す
る効果はかなり低下する．さらに，３角形処理では多角形処理に比べて一般的にデータ量
が増えるので，データ項目の数はできるだけ少ない方がよい．
これらの条件を満たすものとして，図 4.12に示すデータ構造を提案した [Arakawa 98]．
これは，Half edgeの FE型をベースに，冗長な項目を削った，必要最小限の構成である．
任意の多角形を表現する場合は，edgeに後ろから接続するエッジ情報はデータアクセス
の効率化に貢献するが，３角形の場合は，このエッジは edge–>next–>nextというよう
に必ず２段階で簡単にアクセスできるので不要である．このデータ構造をトライアングル
エッジと呼ぶことにする．
本研究の超３角形 BRepのデータ構造は，図 4.13(1)に示すように，（１）ソリッドデー
タ（立体データ），（２）超３角形面データ（図 4.11参照）またはトライアングルエッジ
データ（図 4.12参照），（４）頂点データ，そして（５）交線データから構成される．
図 4.13(2)に示すように，交線データは，交線の始点及び終点である頂点データへのポ
インタ (vertex0, vertex1) と，交線を挟んで隣接する２つの３角形データへのポインタ
(triangle0, triangle1) から構成される．また，図 4.13(3) に示すように，頂点データは，
４次元同次座標形式 (X,Y, Z,w)となる．そして，各座標値は，可変長ビットの整数表現
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となる．すなわち，ビット長，符号（＋、－）および数値（ビット列）から構成される．
このように，超３角形 BRepのデータ構造はすべて１次元の固定長リストという非常に
単純なデータ構造となる．また，エッジデータ，エッジループ，そして面分ループは特に
必要ではない．従って，多角形 BRepに比べて，超３角形 BRepのデータ構造は大幅に単
純化・簡略化される．
4.8 超幾何スキーム
これ以上分割不可能な根元的要素図形として，幾何学的には単体図形がある．図 4.14
に示すように，単体である点（０次元単体），線（１次元単体），３角形（２次元単体），４
面体（４次元単体）をベースとした，かつ拡張された単体図形を含む統一幾何図形処理体
系を「超幾何スキーム」と呼ぶことにする．拡張された３角形を超３角形，拡張された４
面体を超４面体と呼んでいる．そして，ゼロ３角形とはその３つの頂点が同一直線上（面
積ゼロ），ゼロ４面体とはその４つの頂点が同一平面上（体積ゼロ），となる縮退した図形
である．
統一幾何図形処理体系の構築の第一ステップとして，これまでに述べてきたように，通
常の３角形の概念を拡張し，ゼロ３角形を考案した．そして，超３角形幾何スキームに関
する基礎理論を確立した．すなわち，この超３角形幾何スキームと，完全４次元理論およ
び無誤差演算を組み合わせることにより，無誤差４次元超３角形幾何モデリング体系を完
成した．超幾何スキームの考え方および目指すところをまとめると以下となる．
(1) 単体図形を用いた幾何図形処理を基礎・基盤とする．単体幾何を用いることによ
り，図形処理体系を究極的に単純化・安定化する．
(2) 単体幾何図形処理の欠点（データの増大等）を解消するために，単体幾何を拡張し
たゼロ単体（ゼロ線，ゼロ３角形，ゼロ４面体）を考案し導入した．
(3) ゼロ単体を含む超単体（超３角形，超４面体）の優れた幾何的特性を利用する．そ
して，統一幾何図形処理体系の確立を目指す．
4.9 本章のまとめ
本章では，「完全４次元理論」とともに，「幾何無矛盾化アルゴリズム」のもう１つの
ベースとなっている「超幾何スキーム」に関して説明した．超幾何スキームは，単体幾何
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図 4.13 超３角形 BRepのデータ構造
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図 4.14 超幾何スキーム
の概念を拡張したスキームである．幾何無矛盾化アルゴリズムは，種々の縮退幾何図形を
扱うために，多角形をベースとした処理では幾何的組合せの数が多くなり対応不可能であ
る（複雑性の問題）．そこで，超幾何スキームの１つである超３角形幾何が持つある意味
で究極的な単純性を最大限利用することにより，幾何無矛盾化アルゴリズムを構築するこ
とができる．超幾何スキームによる単純性の追求が不安定性の解消にも貢献している．
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5.1 本章の概要
本章では，本研究の主題である「幾何無矛盾化アルゴリズム」を提案しその詳細につい
て説明する．この幾何無矛盾化アルゴリズムは，超幾何スキーム，完全４次元同次幾何処
理，そして無誤差演算を統合化して構築されている．幾何無矛盾化アルゴリズムは，種々
の縮退幾何図形を扱うために，多角形をベースとした処理では幾何的組合せの数が非常に
多くなる（複雑性の問題）．そこで，超３角形幾何が持つある意味で究極的な単純性を最
大限利用することにより，幾何無矛盾化アルゴリズムを構築している．また，完全４次元
同次幾何処理は，無誤差演算の実現に大きく貢献している．
5.2 数値桁数の切り捨て
「集合演算の複雑さの問題」に対して，これまでに超３角形幾何処理を提案し，１つの
解決策を提示・実証した．すなわち，超３角形幾何処理では，３角形幾何が持つある意味
での究極的な根元性と単純性を最大限利用することにより，集合演算アルゴリズムを単
純化することに成功した [Arakawa 95] [Arakawa 96][Arakawa 98]．通常の３角形幾何処
理，およびゼロ３角形幾何を含む超３角形幾何処理は，多角形面処理と比較して，より単
純なデータ構造および処理アルゴリズムとなるので，その処理系の高信頼性を確保するこ
とが容易である．
しかしながら，通常の３角形幾何処理，および超３角形幾何処理でも，誤差による破綻
は免れ得ない．そこで，この「集合演算の安定性の問題」に対しては，これまでに，無誤
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図 5.1 境界面交差立体（立体の自己干渉）
差整数演算，完全４次元同次処理，そして超３角形幾何処理を融合することにより，数値
（座標値）の桁数が，ある一定の上限値以上に増大しない無誤差集合演算方法を実現した
[Arakawa 99]．
この無誤差４次元超３角形幾何を用いた無誤差集合演算アルゴリズムは，１回限りの集
合演算をある上限以下の数値桁数で行う方法を提供しているに過ぎない．複数回の集合演
算を実行すると，（頂点データの）数値桁数が際限なく増大する．この無誤差演算におけ
る数値桁数の増大は，数理的に原理的なもので不可避である．これでは，実用性は不十分
である．
幾何処理の実際面（実用面）を考えると，要求精度以上で処理ができれば十分である場
合がほとんどである．そこで，このような桁数の増大を回避する１つの方法は，必要精度
に応じて数値桁数を切り捨てることである．本研究では，この無誤差演算における数値桁
数の増大を回避するために，必要精度に応じて数値桁数を切り捨てることを提案する．
しかし，幾何処理において，このような切り捨てを行うと，例えば図 5.1に示すように，
同一立体内の境界面と境界面が交差する自己干渉が起きるなど，種々の幾何矛盾が発生す
る．そこで，本研究では，このような幾何矛盾を検出しかつ修正・除去する汎用的な方法，
すなわち幾何無矛盾化アルゴリズムを提案する．これが確立できれば，例えば，集合演算
を何回実行しても，数値桁数が増大せず，数値桁数を任意にコントロールしながら，処理
に破綻が絶対に生じない，完全に安定な処理系を提供することができる．実用性の高い，
高信頼な処理系を提供することができる．
ここでもやはり，無誤差４次元超３角形幾何をベースとした，かつその特性を最大限利
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用した幾何無矛盾化アルゴリズムを提案する．また，無誤差数値演算は，可変長ビットの
整数演算（多倍長整数演算）で行う．すなわち，以下のような特徴を持つ幾何無矛盾化ア
ルゴリズムを提案する．
(1) ３次元幾何データを構成する頂点データの座標値データ等を必要精度に応じて切り
捨てる．これにより，無誤差演算の本質的な問題点である数値桁数の際限のない増
大に対処する．
(2) この座標値データ等の切り捨て処理により，発生する種々の幾何矛盾を統一的に
検出し除去するアルゴリズムを，無誤差４次元超３角形幾何をベースにして構築
する．
(3) ３次元幾何図形（ソリッドモデル）の境界面を，超３角形幾何により構成する．す
なわち，境界面を３角形面または３角形の３つの頂点が同一直線上となるゼロ３角
形により構成し処理する．特に，ゼロ３角形幾何処理により，不必要な数値桁数の
増大および不必要なデータ量（３角形面）の増大を抑制する．
(4) すべての幾何処理を，完全４次元同次処理により行う．４次元同次座標系幾何処理
を用いることにより，割り算を排除することができる．例えば，１÷３のように割
り算があると循環小数（無限の桁数）となり，有限の桁数（ビット長）で数値を表
現することが出来なくなり，無誤差演算が出来なくなる．これに対して，割り算が
必要でない４次元同次処理では，扱う数値が全て有限桁数の有理数であるとすれ
ば，その演算結果も有限桁数の有理数となる．無限桁数の循環小数等になることは
ない．すなわち，完全４次元同次処理は，無誤差演算との親和性が非常に高い．
(5) すべての幾何演算処理を，この完全４次元同次処理と，可変長ビットの整数演算
（多倍長整数演算）を組み合わせることにより無誤差演算で行う．これにより，数
値計算誤差による処理系の破綻の問題を完全に排除することができ，数値計算が完
全に安定化する．かつ誤差管理の必要性がまったくなくなる．
5.3 幾何矛盾
幾何演算において，このような数値桁数の切り捨てを行うと，種々の幾何矛盾が発生す
る．その特徴的な幾何矛盾の１つに，「境界面自己交差」の発生がある．図 5.1(1)に示す
立体の頂点データの数値桁数を切り捨てると，例えば (2)の灰色部分のように，底面の頂
点 A, Bが上面を突き抜け，１つの立体を構成する境界面が自己交差し，面の表裏が逆転
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図 5.2 ２つの３角形の位置関係
し矛盾立体が発生する場合がある．そこで，この部分を分離する処理が必要となる．この
処理を「境界面非交差化処理」と呼ぶことにする．境界面非交差化処理とは，自己交差す
る境界面の交線を求めて，この交線により境界面を分割し，この分割された境界面を接続
し直すことにより，それぞれ別の閉じた境界面（立体）とする処理である．
頂点座標値の下位桁の数値の切り捨てを行うと頂点の位置が動く．また，本研究におけ
る超３角形 BRepでは，その境界面は（複数の）３角形のみで構成される．すなわち，実
３角形とゼロ３角形のみで構成される．そこで，この頂点の移動により，「３角形自体の
形の変化」と「３角形相互の相対位置の変化」が発生する．
前者に関しては，「5.4節 縮退３角形の検出除去」で詳しく言及する．後者に関して，図
5.2に示すように，２つの３角形の位置関係をすべて列挙すると以下となる．
（１）離れている　（３角形 aと b）
（２）交差する　（aと c）
（３）線（辺）で接する　（aと d）
（４）点（頂点）で接する　（aと e）
（５）重なる（同一平面上）　（aと f）
ところで，本研究の超３角形 BRepモデル（ソリッドモデル）では，境界面に以下のよ
うな条件を設けている．以下の境界面条件１および２を満たす立体が幾何無矛盾立体（ま
たは無矛盾立体），満たさない立体が幾何矛盾立体（または矛盾立体）となる．
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（境界面条件１）
境界面は交差しない，かつ重ならない．
（境界面条件２）
境界面を挟んだ両側の領域は必ず内部と外部の対をなし，無限遠点は外部となる．ここ
で，内部とは境界面を構成する３角形の法線ベクトルの向きと定義する．外部はその逆向
きとなる．
（境界面条件１）より，図 5.3(1)～(3)に例示するように，境界面が線接触する場合（図
5.3(1)および (2)），および境界面が点接触する場合（図 5.3(3)）は無矛盾立体である．ま
た，図 5.1(2)の立体の線分ABに垂直な面における断面図を，図 5.3(5)に示す．図 5.3(4)
の断面図は，同じ面における図 5.1(1)の立体の断面図である．図 5.1(1)の立体は，断面
図を図 5.3(4) に示すように，すべての境界面がたがいに交差せず，かつ重なっていない
ので，無矛盾立体である．一方，図 5.1(2)の立体は，その断面図を図 5.3(5)に示すよう
に，境界面が互いに交差している．従って，この立体は矛盾立体である．また，図 5.6(3)
に示す立体も，境界面が互いに重なっているので，矛盾立体である．
図 5.3(5)の立体において，境界面が交差している交線において，２つの立体 a, bに分
離すると，立体 aは，（境界面条件２）より「無限遠点は外部となる」と一致するので，無
矛盾立体となる．一方，立体 bは，無限遠点を内部とする（内部が空間全体に広がってい
る）ので，矛盾立体となる．ここで，灰色領域は形状の内側を表している．
そこで，上記の３角形面間の位置関係において，（２）交差，（３）線接触および（５）
重なる場合は，境界面条件１に反する，あるいは反する場合があるので，幾何矛盾と定義
する．（２）交差および（３）線接触の場合は，境界面非交差化処理を行う．また，（５）
重なる場合は重なり３角形除去処理を行う．さらに，重なり３角形除去処理および境界面
非交差化処理を行った後の境界面に対して，境界面条件２を満たさない矛盾境界面の除去
処理を行う．これらの幾何無矛盾化処理の全体フローは図 5.4(1)に示すようになる．
すなわち，縮退３角形の除去処理，重なり３角形の除去処理，境界面非交差化処理，そ
して矛盾境界面の除去処理の順で幾何無矛盾化処理が行われる．矛盾境界面の除去処理は
さらに，最上位３角形の探索処理，最近傍境界面の探索処理，最近傍境界面順ソーティン
グ，そして矛盾境界面の判定消去処理から構成される．以下，各処理の詳細について説明
する．ここで，このような幾何矛盾を検出し除去する処理を「幾何無矛盾化処理」または
単に「無矛盾化処理」と呼ぶことにする．
また，図 5.4(2)には，集合演算を含めた全体の処理の流れを示す．１回の集合演算（無
誤差）が行われる度に，要求精度に応じて，桁数が増大した「頂点座標値データの下位桁
78 第 5章 幾何無矛盾化
図 5.3 無矛盾立体と矛盾立体
の切り捨て」が行われる．その後，幾何無矛盾化処理が行われる．１回の幾何無矛盾化処
理（無誤差）を行うと数値桁数が増大するので，ここでも頂点データの下位桁の切り捨て
を行う．この切り捨てによって，新たな幾何矛盾が発生する場合がある．そこで，幾何無
矛盾化処理は，新たな幾何矛盾が発生しなくなるまで繰り返される．
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図 5.4 幾何無矛盾化アルゴリズム
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5.4 縮退３角形の検出除去
頂点座標値の下位桁の切り捨てを行うと頂点の位置が動き，この頂点の移動により，境
界面を構成する３角形において，３角形自体の形の変化が起こる．すなわち，図 5.5に示
すように，以下の３つのタイプの「いびつな」３角形である縮退３角形，すなわちゼロ３
角形が発生する可能性がある．
（１）３頂点が同一直線上
（２）２頂点が同一点
（３）３頂点が同一点
超３角形（ゼロ３角形）幾何処理では，これらのゼロ３角形を特段消去する必要も，例
外処理する必要もない．しかし，今回実装した処理系では，データ量削減と不必要なゼロ
３角形処理を回避するために，（２）と（３）のタイプのゼロ３角形は，図 5.5(2), (3)に
示すように，消去するとデータ量（３角形数）を削減することができるので，検出し消去
することとした．この２つのタイプのゼロ３角形を幾何矛盾として定義した．また，（１）
のタイプのゼロ３角形の場合も，図 5.5(1)に示すように消去した．ただし，この場合は，
ゼロ３角形と実３角形を合計した全体の３角形数は減らない．
縮退３角形の検出とその除去処理アルゴリズムは以下のようになる．２点の一致判定に
は，3.13式を用いた．
　　 for ( t = th->next; t != th; t = t->next ) {
/*３角形 tを順次読み込み，その頂点が同一かどうかを判定する． */
　　　　 if ( t->v0 == t->v1 ) {
　　　　　　 if ( t->v0 == t->v2 ) {
/*３頂点が同一となる場合．tおよびその周辺の３つの３角形を消去する． */
　　　　　　　　 delete4( t, t->t0, t->t1, t->t2 );
　　　　　　 } else {
/* ２頂点 v0, v1 が同一となる場合．t および辺 v0v1 を挟んで隣接する３角形
t->t0を消去する． */
　　　　　　　　 delete2( t, t->t0 );
　　　　　　 }
　　　　 } else if ( t->v0 == t->v2 ) {
/* ２頂点 v0, v2 が同一となる場合．t および辺 v0v2 を挟んで隣接する３角形
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図 5.5 縮退３角形
図 5.6 面の重なり
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t->t1を消去する． */
　　　　　　 delete2( t, t->t1 );
　　　　 } else if ( t->v1 == t->v2 ) {
/* ２頂点 v1, v2 が同一となる場合．t および辺 v1v2 を挟んで隣接する３角形
t->t2を消去する． */
　　　　　　 delete2( t, t->t2 );
　　　　 }
　　 }
5.5 重なり３角形の除去
図 5.6の例では，(1)の立体の断面図を (2)に示している．灰色領域が立体の内部であ
る．矢印は境界面を構成する３角形の法線ベクトル（立体の内部側）を表している．頂点
の座標値の数値桁数の切り捨てを行うと，例えば (3)に示すように，境界面に重なる部分
が発生する．すなわち，重なる３角形が発生する．ここでは，このように，両者の面の向
きが互いに逆となる場合の重なり３角形の除去を行う．もう一つの重なる場合として，向
きが同じとなる場合があるが，これは，境界面非交差化処理において一括処理する．
重なり３角形除去処理では，まず同一平面となり，かつ面の向きが逆となる，重なる３
角形のペアを求める．この３角形の重なり判定および面の向き判定では，3.13 式および
3.16 式が用いられる．そして，このペアにおいて，一方の３角形の頂点により他方の３
角形を分割し合う．図 5.7(1) および (2) では３角形 ABC が頂点 D により分割される．
この時の分割パターンは，３角形 ABC が，(1) その内部，(2) 辺上，で分割されるの２
通りとなる．(2)の場合は，不必要な分割をなくすためにゼロ３角形分割を行う．３角形
ADCがゼロ３角形となる．また，ゼロ３角形により，処理前から存在している１次辺の
保存が行われ，不必要な数値桁数の増大を抑制することができる．図 5.7(2)の例では，辺
ACが１次辺であり，ゼロ３角形 ADCの辺として分割されることなく保存される．一方，
従来の通常の分割では，隣接する３角形 ACEに，点線で示す分割が発生し，不必要な分
割が起こり，実３角形の数が増大していく．
次に，分割された両者の３角形において，３頂点を共有するが，３辺を共有しない場合
は，「３角形の位相変形処理」を行い，３辺を共有する３角形を生成する．そして，３辺
を共有するすべての３角形のペアを消去する．図 5.7(3)の例では，３角形のペア ABCと
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図 5.7 ３角形の分割
DEFが重なっている．これらが互いに頂点で他を分割しあうと，３角形 ABCは，例えば
(4)のように分割される．このケースでは，３角形 DEFは完全に３角形 ABCに含まれる
ため，細分割はされない．ここで，(4)では，ABCが分割され３角形 CDEおよび CFD
が生成される．これらの３角形は３角形 DEFとその３つの頂点を共有するが，辺 EFは
他方に存在せず共有しない．そこで，この２つの３角形が構成する４角形 CFDEにおい
て，その対角線となる辺 CDを辺 EFと付け替えることにより，(5)に示すように，新た
な３角形 DEFと CFEを生成する．この３角形の位相変形処理の詳細は，「5.9.4　３角
形の位相変形処理」において説明する．位相変形の結果，同じ３辺を共有することとなっ
た両者の３角形 DEFを消去する．その結果は (6)となる．灰色領域が，境界面（３角形）
が存在する領域である．３角形領域 DEFは面が存在せず穴となる．この重なり３角形の
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検出除去処理は，以下のようになる．
　　 for ( t0 = th->next; t0 != th; t0 = t0->next ) {
　　　　 for ( t1 = t0->next; t1 != th; t1 = t1->next ) {
/*３角形のペア t0, t1において，同一平面となるか？ */
　　　　　　 if ( coplanar( t0, t1 ) == NO ) continue;
/* t0と t1の面の向きは逆か？ */
　　　　　　 if ( direction( t0, t1 ) == SAME ) continue;
/* t0と t1は重なるか？ */
　　　　　　 if ( overlap( t0, t1 ) == NO ) continue;
/*互いに他の３角形を，頂点により分割し合う． */
　　　　　　 split( t0, t1 );
/*３辺を共有し合わない３角形に対して位相変形を行う． */
　　　　　　 topology( t0, t1 );
/*３辺を共有するすべての３角形を消去する． */
　　　　　　 delete( t0, t1 );
　　　　 }
　　 }
5.6 境界面非交差化処理
図 5.1(1)に示す立体（断面図は図 5.3(4)）では，頂点の座標値の数値桁数を切り捨てる
と，(2)のように底面が上面を突き抜けること（断面図は図 5.3(5)）が起こり得る．そし
て，この突き抜けた部分は面の表裏が逆になる．境界面交差立体とは，このように同じ立
体を構成する境界面（３角形面）どうしが交差している立体である．
このような場合は，境界面を構成する３角形は，交差する，あるいは辺で接する，のど
ちらかとなる．すなわち，境界面が交差する場合は，その境界面を構成する３角形におい
て，図 5.8に示すように，(1)３角形 a, bが互いに交差する，(2)３角形 aを挟んで２つ
の３角形 c, bが辺で aと接する（c, dは同じ境界面を構成する），(3)４つの３角形 a, b,
c, bが辺で接する（aと b，および cと dは同じ境界面を構成する），のケースがある．た
だし，辺で接する場合は，(4) のように，互いの境界面が交差せずに接する場合もある．
ここで，３角形 bと cは同じ境界面を構成する．境界面非交差化処理では，交差している
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図 5.8 境界面を構成する３角形の交差パターン
面（３角形）の交線を求めて，その交線において面を分割し，それぞれ別の閉じた境界面
（立体）とする．
この分離処理では，まず交差する実３角形のペアを順次探索し，交線を求めて，この
交線において両者の実３角形を分割する．交点（交線）は 3.12式により求められる．図
5.9(1) の例では，交線 DE において，２つの３角形が交差している．ここでは，３角形
ABCが交線 DEの端点 Dおよび Eにより分割される．ここでも３角形の分割パターン
はやはり，図 5.7(1), (2)に示したように２通りとなる．端点 D（あるいは E）が，３角
形の内部，あるいは辺上，の２通りである．そして，重なり３角形検出除去処理において
説明したように，不必要な分割および不必要な桁数の増大を抑制するために，後者の場合
は，ゼロ３角形分割を行う．
しかし，この３角形分割法では，図 5.9(2)に示すように，３角形 ABCが他の３角形に
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図 5.9 ３角形の交差分割処理
よりすでに分割されていた場合，交線 DEと一致する辺が存在しないケースが発生する．
このようなケースは，交線において境界面を分割分離できなくなるので，後述する「３角
形の位相変形処理」を行う．図 5.9(2)～(4)に示すように，交線 DEと交差する３角形の
辺をなくしていくことにより，交線と一致する辺を生成する．これにより，交線におい
て，両者の３角形を完全に分割分離することができる．
自己交差している境界面（３角形）が交線において分割された後，この交線において境
界面の接続切り替え処理が行われる．この境界面接続切り替え処理に関して，図 5.10を
用いて説明する．図 5.10(1a)は，境界面が完全に交差している場合である．ここで，a，
bは面の接続関係を表し，同じ記号どうしの面が接続されていることを意味する．また，
灰色部分は立体の内側を表す．この場合は例えば，図 5.1(2)における辺 ABに垂直な断
面図である図 5.3(5) がこれにあたる．この場合は当然両者の面の接続関係を，交線にお
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いて (1b)のように切り替える．(1b)では境界面が切り離されて図示されているが，接続
関係を解り易くするためであり，実際は接したままである．以下，すべての図においてそ
うである．
(2a)の場合は境界面が立体の内側において接している．この場合は例えば，(2c)の立体
において辺 ABが (2d)のように上面に接する状態になった場合である．この場合も (2b)
のように接続関係を切り替える．(3a) は境界面が立体の外側において接している場合で
ある．この場合は例えば，(3b)のように離れた２つの立体が移動し，(2d)のように，辺
ABで接するとなった場合である．この場合は接続関係を切り替えない．(4a)は境界面が
面の向きが同じで接する場合である．この場合は例えば (4b)に示すように，１つの立体
の内部に別の立体が完全に入り込み，辺 ABが上面と接するようになった場合である．こ
の場合も接続関係は切り替えない．
(5a)は，境界面において，重なる部分（同一平面上，面の向き同じ）がある場合である．
重なり面判定は 3.13 式，面の向き判定は 3.16 式により行う．この場合は例えば，（5d）
に示す立体のように，内部に空洞があり，この空洞が完全に外にはみ出し接している立体
である．このような場合は，重なる２つの平面部分をそれぞれ a（断面図では BC）と b
（断面 FG）とする．そして，a と接続している面（断面 AB, CD）が，b と接続してい
る面（断面 EF, GH）に対して外側となる場合のみ，接続関係を切り替える．(5a)では，
AB, CDともに，この場合に当てはまるので，(5b)のように接続関係を切り替える（断面
AFGD, EBCHとなる）．ただし，ここでは，重なる面が入れ替わるだけで，立体の形は
まったく変化しない．
(5c)は (5a)と同じように重なる部分があるが，違いは，(5a)は２つの境界面が存在し，
(5c)は１つの境界面が自己交差している点である．この場合も (5a)の場合と同じルール
を適応する．すなわち，aが bに対して外側となる，(5c)の左側のみを切り替える．aが
bに対して内側となる，(5c)の右側は切り替えを行わない．結果は (5b)と同じ２つの立
体（境界面）となる．この切り替えルールにより，重なる部分がある自己交差立体を切り
離すことができる．
ここでは，外側となる場合を切り替えるとしたが，この基準を逆にして，内側としても
よい．また，(5a)および (5c)では重なる部分の面の向きが同じであるが，面の向きが逆
となる場合も存在する．しかし，このような場合は，「5.5節　重なり３角形の除去」（同
一平面かつ面の向きが逆）において，検出除去処理されるので，ここでは対象外となる．
境界面非交差化処理は以下のようになる．
　　 for ( t0 = th->next; t0 != th; t0 = t0->next ) {
5.7 矛盾境界面の除去 89
　　　　 if ( t0->type == ZERO ) continue;
　　　　 for ( t1 = t0->next; t1 != th; t1 = t1->next ) {
　　　　　　 if ( t1->type == ZERO ) continue;
/*実３角形 t0, t1において，交差判定を行い，交差する場合は交線 sを求める． */
　　　　　　 if ( ( s = intersection( t0, t1 ) ) == NULL ) continue;
/*交線データ sを記憶する． */
　　　　　　 intersection line add( s );
/*交線 sにより，実３角形 t0, t1を分割する． */
　　　　　　 split( s, t0, t1 );
/*交線 sと一致する辺を，位相変形により生成する． */
　　　　　　 topology( s, t0, t1 );
　　　　 }
　　 }
　　 for ( s = sh->next; s != sh; s = s->next ) {
/*交線近傍の境界面の交差パターンを調べる． */
　　　　 if ( pattern( s ) == EXCHANGE ) {
/*交線近傍の境界面の接続を切り替える． */
　　　　 exchange( s );
　　 }
5.7 矛盾境界面の除去
縮退３角形の除去処理，重なり３角形の除去処理および境界面非交差化処理により，「面
レベル」の幾何矛盾を除去したことになる．すなわち，境界面条件１を満たす幾何モデル
（ソリッドモデル）が生成したことになる．そこで，矛盾境界面の除去処理では，境界面
条件２を満たさない境界面を除去する．すなわち，「立体レベル」の矛盾を排除する．
通常の集合演算処理では，矛盾境界面は存在しないので，判定したい境界面に半直線を
立て，半直線法により他の境界面との交差回数を数えることによって，境界面の内外判定
を行うことができる．すなわち，消去する境界面を決定することが簡単にできる．しか
し，幾何無矛盾化処理では，矛盾境界面が含まれるので，単純に境界面の内外判定を行う
ことはできない．そこで，以下のような処理手順で矛盾境界面の除去を行う．
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5.7.1 最上位３角形の探索
最上位３角形とは，１つの境界面を構成する超３角形の中で，Ｚ座標値が最大となる最
上位頂点を持ち，かつＺ座標軸正方向から見て，他の３角形に覆われない部分がある実３
角形と定義する．
４次元同次座標系において，頂点 V0 = [X0, Y0, Z0, w0] のＺ座標値が頂点 V1 =
[X1, Y1, Z1, w1]より大きいとは，以下の式が成り立つことである．
Z0w1 > Z1w0 (w0, w1 > 0) (5.1)
また，３角形 F012 が F345 に対して上面であるとは，F012 と F345 がＺ座標軸方向から
みて重なり，かつ３角形 F012 の３つの頂点 V0,V1,V2 において以下の式が成り立つと定
義する．ただし，F012 と F345 は交差しないとする．
(0 < s0) ∨ (0 < s1) ∨ (0 < s2) (0 < C345)
(s0 < 0) ∨ (s1 < 0) ∨ (s2 < 0) (C345 < 0) (5.2)
ここで，
s0 = V 0F 345 = X0A345 + Y0B345 + Z0C345 + w0D345
s1 = V 1F 345 = X1A345 + Y1B345 + Z1C345 + w1D345
s2 = V 2F 345 = X2A345 + Y2B345 + Z2C345 + w2D345
さらに，２つの３角形が，Ｚ座標軸方向からみて，重なるかどうかの判定処理は，４次
元同次座標系 [X,Y, Z,w] において，Ｚ座標を無視した３次元同次座標系 [X,Y,w] を想
定することにより，この座標系における３角形の重なり判定処理に帰着することができ
る．そして，この処理は，３角形の頂点と，３角形の方向を持った辺との位置関係判定処
理（領域判定処理）に帰着する．
すなわち，３角形 F012 および F345 のＺ座標軸方向から見た（Ｚ座標を無視した）頂
点をそれぞれ，V’0 = [X0, Y0, w0],V’1,V’2,V’3,V’4,V’5 とすると，２つの３角形 F012
および F345 が，Ｚ座標軸方向から見て重ならないとは，以下の式が成り立つことである．
従って，以下の式が成り立たない場合は，両者は重なる，または接するとなる．
5.7 矛盾境界面の除去 91
( (　V’ 0F’ 34 = X0A′34 + Y0B′34 + w0C ′34　 < 　 0　)　∧
(　V’ 1F’ 34 = X1A′34 + Y1B′34 + w1C ′34　 < 　 0　)　∧
(　V’ 2F’ 34 = X2A′34 + Y2B′34 + w2C ′34　 < 　 0　)　)　∨
　
( (　V’ 0F’ 45 = X0A′45 + Y0B′45 + w0C ′45　 < 　 0　)　∧
(　V’ 1F’ 45 = X1A′45 + Y1B′45 + w1C ′45　 < 　 0　)　∧
(　V’ 2F’ 45 = X2A′45 + Y2B′45 + w2C ′45　 < 　 0　)　)　∨
　
( (　V’ 0F’ 53 = X0A′53 + Y0B′53 + w0C ′53　 < 　 0　)　∧
(　V’ 1F’ 53 = X1A′53 + Y1B′53 + w1C ′53　 < 　 0　)　∧
(　V’ 2F’ 53 = X2A′53 + Y2B′53 + w2C ′53　 < 　 0　)　)　∨
　
( (　V’ 3F’ 01 = X3A′01 + Y3B′01 + w3C ′01　 < 　 0　)　∧
(　V’ 4F’ 01 = X4A′01 + Y4B′01 + w4C ′01　 < 　 0　)　∧
(　V’ 5F’ 01 = X5A′01 + Y5B′01 + w5C ′01　 < 　 0　)　)　∨
　
( (　V’ 3F’ 12 = X3A′12 + Y3B′12 + w3C ′12　 < 　 0　)　∧
(　V’ 4F’ 12 = X4A′12 + Y4B′12 + w4C ′12　 < 　 0　)　∧
(　V’ 5F’ 12 = X5A′12 + Y5B′12 + w5C ′12　 < 　 0　)　)　∨
　
( (　V’ 3F’ 20 = X3A′20 + Y3B′20 + w3C ′20　 < 　 0　)　∧
(　V’ 4F’ 20 = X4A′20 + Y4B′20 + w4C ′20　 < 　 0　)　∧
(　V’ 5F’ 20 = X5A′20 + Y5B′20 + w5C ′20　 < 　 0　)　)
(5.3)
ここで，
F’ ij = [　 A′ij ,　 B′ij ,　 C ′ij　]
= [
∣∣∣∣ Yi wiYj wj
∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ Xi wiXj wj
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ Xi YiXj Yj
∣∣∣∣]
ある境界面 bにおける最上位３角形 ttopの探索処理は以下のようになる．
　 vtop = NULL; /*最上位頂点 */
　 ttop = NULL; /*最上位３角形 */
　 tbase = NULL; /*基準３角形 */
　 for ( t = th->next; t != th; t = t->next )
/* vtopと３角形 tの３つの頂点から最上位頂点を求める */
　　　 vtop = vupper( vtop, t->v0, t->v1, t->v2 );
　 for ( t = th->next; t != th; t = t->next ) {
　　　 if ( ( t->v0 != vtop ) && ( t->v1 != vtop ) && ( t->v2 != vtop ) ) continue;
/* tの法線ベクトルのＺ座標値がゼロでないものを選択する． */
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　　　 if ( znormal( t ) == 0 ) continue;
　　　 if ( tbase == NULL ) {
/*最上位頂点 vtopを頂点に持つ適当な（任意の）基準３角形 tbaseを選択する．*/
　　　　　 ttop = tbase = t;
　　　 } else {
/*３角形 tは基準３角形 tbaseとＺ座標軸方向から見て重なるか？ */
　　　　　 if ( zoverlap( tbase, t ) == NO ) continue;
/*３角形 tは ttopとＺ座標軸方向から見て重なるか？ */
　　　　　 if ( zoverlap( ttop, t ) == NO ) continue;
/* ttopと３角形 tを比較し上面を求める */
　　　　　 ttop = tupper( ttop, t );
　　　 }
　 }
図 5.11の境界面 b0において，最上位頂点 vtopは A, B, C, Dの４頂点となる．そし
て，どれでもよい．また，最上位３角形 ttop は３角形 ABC または ADB となる．そし
て，vtopをその頂点に持てばどちらでもよい．ここでは，vtop=C，ttop=ABCとした．
5.7.2 最近傍境界面の探索
ある１つの閉じた境界面 bの最近傍境界面 bnearとは，以下の条件を満たす境界面と
定義する．すなわち，ある境界面における最近傍境界面とは，Z座標軸正方向に最も近い
境界面のことである．
(1) bの最上位頂点 にＺ座標軸と平行に正方向に立てた半直線 Lと交差あるいは接す
る．この交点あるいは接点を，vnearとすると，vnearと vtopの距離は最小（最近
傍）となる．ここで，vnearを最近傍頂点と呼ぶ．
(2) bの最上位３角形 ttopの上面 tnearを持つ．tnearが複数ある場合は，その中で最
も下面となる面を持つ．この面を最近傍３角形と呼ぶ．ここで，下面とは，３角形
t1が３角形 t0の上面となる場合，逆に t0は t1に対して下面と呼ぶ．
最近傍境界面を求める処理は以下のようになる．ここでは，境界面 b[i]の最近傍境界面
bnearを求める．この処理により，最近傍頂点 vnear，最近傍３角形 tnearが求まる．
　 tnear = NULL; /*最近傍３角形 */
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図 5.11 境界面間の位置関係
　 bnear = NULL; /*最近傍境界面 */
　 dmin = max; /*適当に大きな値を代入 */
　 for ( j = 0; j < nb; j++ ) {
　　　 if ( j == i ) continue;
　　　 for ( t = b[j]->next; t != b[j]; t = t->next ) {
/*実３角形 tが境界面 b[i]の ttopとＺ座標軸方向からみて重なるか． */
　　　　　 if ( zoverlap( ttop, t ) == NO ) continue;
/* tが ttopの上面となるか． */
　　　　　 if ( tupper( ttop, t ) == NO ) continue;
/*境界面 b[i]の vtopを通るＺ座標軸と平行な半直線 Lと tとの交点計算 */
　　　　　 vs = intersection( L, t );
　　　　　 if ( vs == NULL ) continue;
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/* vtopと vsとの距離計算 */
　　　　　 d = distance( vtop, vs );
　　　　　 if ( dmin < d ) continue;
　　　　　 if ( d < dmin ) {
　　　　　　　 dmin = d;
　　　　　　　 tnear = t;
　　　　　　　 bnear = j;
　　　　　 } else if ( d == dmin ) {
　　　　　　　 if ( tlower( tnear, t ) == t ) {
/* tが tnearの下面となる場合 */
　　　　　　　　　 tnear = t;
　　　　　　　　　 bnear = j;
　　　　　　　 }
　　　　　 }
　　　 }
　 }
図 5.11 の例を用いて最近傍境界面の説明を行う．ここでは境界面 b0 の最近傍境界面
を求める．境界面 b1は Lと接するが，ttop=ABCと重なる面（上面）が存在しない．そ
こで，b1は b0の最近傍境界面ではない．一方，b2は Lと接し（vnear=H），かつ ttop
と重なる上面 tnear=EFGが存在する．そこで，b2が b0の最近傍境界面となる．
5.7.3 最近傍境界面順ソーティング
幾何無矛盾化処理では，矛盾境界面と無矛盾境界面が混在しているので，ある１つの閉
じた境界面が他の境界面との関係で，矛盾しているかどうかをいきなり判定することはで
きない．唯一できる場合は，最近傍境界面が存在しない境界面に対してである．ここに，
以下のように最近傍境界面順に境界面データをソーティングする理由がある．
最近傍境界面順に境界面データをソーティングすることにより，データの先頭には必
ず，最近傍境界面が存在しない境界面データがくる．そこで，矛盾境界面かどうかを必ず
判定することができる．そして，この先頭の境界面が矛盾境界面となる場合は，この境界
面データを消去する．一方，無矛盾境界面となる場合は，この境界面を最近傍境界面とす
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る境界面の矛盾／無矛盾を必ず判定することができる．この結果をもとにデータの上位か
ら順次，すべての境界面の矛盾／無矛盾を判定することができ，矛盾／無矛盾境界面かど
うかを必ず確定することができる．最近傍境界面順ソーティングは以下のアルゴリズムと
なる．
　 for ( i = 0; i < nb; i++ ) {
　　 j = b[i].near;
　　 if ( i < j ) {
/*最近傍境界面データ b[j]が b[i]の下位となる場合
　境界面データ b[i]と b[j]の順番を入れ替える */
　　　 exchange( b, i, j ); i−−; }
　 }
図 5.11の例では，境界面 b1および b2の最近傍境界面は存在しないので，ソーティン
グ後の境界面データの順番は上位から（b1, b2, b0），（b2, b1, b0），（b2, b0, b1）のいず
れかとなり，いずれでもよい．
5.7.4 矛盾境界面の判定消去
矛盾境界面の判定・消去処理では，境界面条件２に基づいて，ある境界面の表裏が最近
傍境界面との関係で矛盾する場合は，この境界面データを消去する．図 5.12 を用いて，
矛盾／無矛盾境界面判定処理を説明する．図 5.12は立体の断面図を表している．灰色側
は立体の内部を表している．境界面 aの矢印は，最上位３角形の法線ベクトルのＺ座標の
向き（符号）を表している．以下，これを aの向きと呼ぶ．また，bにおける矢印はすべ
て，aに対する最近傍３角形の法線ベクトルのＺ座標の向き（符号）を表している．以下，
これを bの向きと呼ぶ．
(1) および (2) は，境界面 a の最近傍境界面が存在しない場合である．この場合は，a
の向きを用いて判定を行う．(1)では，aの向きは負であり，aは空間に対して閉じている
（無限遠点が外部となる）ので，aは無矛盾境界面となる．一方，(2)では，aの向きは正
であり，空間に対して開いている（無限遠点が内部となる）ので，矛盾境界面となる．こ
のように境界面の先頭データは，最近傍境界面が存在しないので，必ずこの (1)あるいは
(2)のどちらかとなる．そして，無限遠点との関係で，矛盾／無矛盾を確定することがで
きる．
(3)～(6)の場合は，aの最近傍境界面 bが存在する場合である．(3)～(6)の場合は，a
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図 5.12 ２つの境界面の組み合わせ
の向きと，bの向きの組み合わせを，境界面条件２に基づいてチェックする．両者の向き
が逆となる (3)と（６）の場合は，aは bに対して無矛盾境界面となり，両者の向きが同
じとなる (4)と (5)の場合は，aは bに対して矛盾境界面となる．そして，矛盾境界面と
判定された面はすべて消去する．
この矛盾／無矛盾境界面の判定アルゴリズムは以下となる．境界面データ b[i] (i = 0,
· · · , nb)の幾何矛盾チェックを，データの先頭からデータ順に行う．ここで，すべての境
界面のフラグ b[i].flagの初期値は EXIST（存在）である．そして，矛盾境界面と判定さ
れるとこのフラグは ERASE（消去）となる．そして，以下の処理がすべて終了後，フラ
グが ERASEとなっている境界面データが消去される．これにより，すべての矛盾境界面
が消去され，無矛盾境界面だけが保存される．
　 for ( i = 0; i < nb; i++ ) {
/*境界面 b[i]の最近傍境界面 bnearが存在するかをチェックする． */
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　　　 if ( ( j = b[i].near ) != NULL ) {
/*最近傍境界面が存在する場合 */
　　　　　 for ( ; j != NULL; j = b[j].near ) {
　　　　　　　 if ( b[j].flag == ERASE ) continue;
/*最近傍境界面のフラグが「存在」の場合 */
　　　　　　　 if ( zdirection(b[i].ttop) == zdirection(b[j].near )
/*最上位３角形と最近傍３角形の法線ベクトルのＺ座
　標の向きが同じ場合はフラグを「消去」とする */
　　　　　　　　　 b[i].flag = ERASE;
　　　　　　　 break;
　　　　　 }
　　　 }
　　　 if ( j != NULL ) continue;
/*最近傍境界面が存在しない場合 */
　　　 if ( 0 < zdirection(b[i].ttop) )
/*最上位３角形の法線ベクトルのＺ座標の向きが
　正となる場合は境界面のフラグを「消去」とする */
　　　　　 b[i].flag = ERASE;
　　　 }
　 }
図 5.13では，境界面の断面図を表している．そして，灰色領域は形状の内部（３角形
面の法線ベクトルの向き）を表している．この例では，b1のみが矛盾境界面となる．そ
の他の境界面 b0, b2, b3, b4, b5はすべて無矛盾境界面である．図 5.13の立体例を，最
近傍境界面順ソーティングすると，境界面 b3または b5が，最近傍境界面が存在しない
境界面であるので，データの先頭となる．ただし，b3は最上位頂点の選び方で，b5が最
近傍境界面となる場合がある．黒丸は，それぞれの境界面における最上位頂点を表してい
る（複数存在する場合もある）．すなわち，b3において，最上位頂点を Aとすると，最近
傍境界面は存在しないが，最上位頂点を Bとすると，最近傍境界面は b5となる．後者の
場合は，b5のみが最近傍境界面が存在しない境界面となり，データの先頭となる．
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図 5.13 無矛盾境界面と矛盾境界面
5.8 幾何無矛盾化処理系
本章において提案した幾何無矛盾化アルゴリズズムをＣ言語を用いて実装した．そのス
テップ数は表 5.1に示すようになった．表の最下行には，無誤差集合演算処理のステップ
数を参考情報として掲載している．幾何無矛盾化処理の総ステップ数は，集合演算処理の
総ステップ数の約２倍となっている．このように，幾何無矛盾化処理は大きな処理系とな
る．本処理系は，超３角形幾何をベースに構築しているので，この程度で収まっていると
判断している．もし，幾何無矛盾化処理を，多角形をベースに構築したら，これよりもは
るかに大規模なものとなるであろう．
境界面非交差化処理と矛盾境界面除去処理の組み合わせは，「自己集合演算」とみなす
ことができる．通常の集合演算は，２つの異なる立体（境界面）に対する集合演算である
が，自己集合演算は，１つの立体における境界面に関する集合演算（境界面交差チェック
とその非交差化）とみなすことができる．そこで，両者の処理内容はかなり似たものとな
る（共通部分も多い）．そこで，両者のステップ数もほぼ同じとなっている．
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表 5.1 幾何無矛盾化処理系のステップ数
　　　処理項目　　 　ステップ数（行）　
　縮退３角形の除去処理　　 1,249　
　重なり３角形の除去処理　　 12,675　
　境界面非交差化処理　　 8,873　
　矛盾境界面の除去処理　　 2,824　
　　　最上位３角形の探索処理　　 1,210　
　　　最近傍境界面の探索処理　　 1,473　
　　　最近傍境界面順ソーティング　　 62　
　　　矛盾境界面の判定消去処理　　 79　
　合計　　 25,621　
　集合演算処理　　 11,556　
5.9 超３角形 BRepシステム
本研究において開発した，無誤差４次元超３角形幾何モデリングをベースとした，幾何
無矛盾化処理を含んだ３次元幾何処理システム（ソリッドモデラ）の全体構成は，図 5.14
に示すように，機能処理部および基本処理部（共通処理部）から構成される．以下，各処
理部および機能に関して説明する．
5.9.1 形状入力処理部
機能処理部の形状入力処理部では，図 5.15に示すように，４面体，３角柱，直方体，円
錐，円柱，球，トーラスの７種のプリミティブを用いて形状を入力定義することができる．
また，座標系（ユークリッド座標系）は，グローバル座標系（絶対座標）とローカル座標
系（相対座標）が用意されており，座標系定義は，これらを組み合わせて自由に行うこと
ができる．すなわち，ローカル座標系は，グローバル座標系あるいは他のローカル座標系
に対して定義することができる．このように，座標系をツリー構造・階層構造で定義でき
るので，形状入力定義が容易化している．例えば，ロボットの関節単位にローカル座標を
定義し形状を入力定義することができるので，ロボットの動作シミュレーション，周辺環
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図 5.14 超３角形 BRepシステムの全体構成
境との干渉チェック（ロボット移動シミュレーション）等を容易に行うことができる．
5.9.2 集合演算処理部と幾何無矛盾化処理部
集合演算処理部では，２つの異なる立体に対する和，差，積の集合演算を無誤差で行う．
この集合演算の結果，数値桁数が増大しすぎた場合は，要求精度に対応して，精度管理部
において，（頂点データの）数値桁数の切り捨てが行われる．そして，幾何無矛盾化処理
部において，幾何矛盾のチェック・検出が行われ，幾何矛盾が生じている場合は，本論文
5.9 超３角形 BRepシステム 101
図 5.15 プリミティブ
において記述した幾何無矛盾化アルゴリズムを用いて，その除去処理が行われる．
本システムの集合演算処理は，無誤差演算（多倍長整数演算），完全４次元同次処理，そ
して超３角形幾何を組み合わせた無誤差集合演算を実現している．この無誤差集合演算で
は，文献 [Arakawa 99]において発表したアルゴリズムを採用している．この処理は，以
下の５つの処理ステップから構成される．
（１）共通空間処理
集合演算を行う２つの形状がともに存在する共通空間 (Bounding box)を求める．そし
て，この空間に含まれる，両形状の実３角形を取り出し処理対象３角形としてグループ化
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する．この処理は効率化のためであり必ずしも必要ではない．
（２）分割処理
この取り出された両形状の実３角形において，交差するかどうかのチェックを順次行
い，交差する場合は交線を求めて，その交線において実３角形を分割する．
（３）接続切替処理
交線において分割分離された境界面（３角形）を，接続判定をして，接続切替を行う．
（４）消去処理
不要境界面を判定し，境界面（３角形データ）を消去する．
（５）統合処理
隣接する周辺の３角形との形状チェックを行い，それらがより大きな１つの３角形を形
成する場合は，これらの３角形を１つの３角形として統合する．この処理は３角形面数を
削減するためであり，必ずしも必要ではない．
5.9.3 隠面・隠線処理部
超３角形幾何モデリングでは，隠面・隠線処理は非常に単純化される．すなわち，隠面
処理は，３角形面間の前後判定と干渉処理（隠されない領域の抽出）に帰着される．また，
隠線処理は，稜線（３角形の辺）と３角形面間の前後判定と干渉処理（隠されない部分の
抽出）に帰着される．本システムでは，隠面・隠線処理は，３次元のユークリッド座標系
を用いて浮動小数点演算処理されている．
超３角形幾何処理では，隠面・隠線処理は，このように単純化されるので，３次元ユー
クリッド座標系処理（除算有り）でも，これまでに処理系の信頼性の欠如（処理系の暴走）
に悩まされることはなかった．しかし，近い将来に，４次元同次処理化を行い，すべての
処理の完全４次元同次処理を実現する予定である．
5.9.4 ３角形の位相変形処理
図 5.7(4)，図 5.9(2)に示すように，３角形の辺あるいは交線と一致する３角形の辺が存
在しない場合は「３角形の位相変形処理」を行い，一致する辺を生成する．この処理の基
本的な考え方は，図 5.9(2)～(4)に示すように，２つの３角形（ゼロ３角形を含む）が形成
する凸４角形において，その対角線を付け替えることを繰り返すことにより，交線（辺）
と交差する３角形（３角形の辺）の数を減らしていく，ことである．この処理アルゴリズ
ムは以下となる．
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　 for ( n = 0, t = th->next; t != th; t = t->next ) {
/*交線 sと交差する３角形 tを求める */
　　 if ( intersection( s, t ) == YES ) { tg[n] = t; n++; }
　 }
　 do {
　　 f = OFF;
　　 for ( i = 0; i < n; i++ ) {
　　　 if ( tg[i] == NULL ) continue;
/*３角形 tg[i]に隣接する３角形 tg[j]を求める */
　　　 j = neighbor( tg, i );
/*凸形状の場合は位相変形を行う */
　　　 if ( convex( tg[i], tg[j] ) == YES ) {
　　　　 topology( tg[i], tg[j] ); tg[j] = NULL; f = ON;
　　　　 i−−; }
　　 }
　 } while ( f == ON );
5.10 本章のまとめ
無誤差演算が持つ原理的かつ本質的な問題点である数値桁数の増大に対して，本研究で
は，要求精度に対応した「数値桁数の切り捨て」で対処する．そして，これにより生じる
種々の幾何矛盾に対しては，これらの幾何矛盾を取り除く「幾何無矛盾化アルゴリズム」
を構築し提案した．この幾何無矛盾化アルゴリズムは，超幾何スキーム（超３角形幾何），
完全４次元同次幾何処理，そして無誤差演算を統合化して構築されている．幾何無矛盾化
アルゴリズムは，種々の縮退幾何図形を扱うために，多角形をベースとした処理では幾何
的組合せの数が非常に多くなり，対処不可能であると判断している（複雑性の問題）．そ
こで，超３角形幾何が持つある意味で究極的な単純性を最大限利用することにより，幾何
無矛盾化アルゴリズムを構築している．また，完全４次元同次幾何処理は，幾何無矛盾化
アルゴリズムの無誤差演算化に大きく貢献している．
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6.1 本章の概要
今回提案した幾何無矛盾化アルゴリズム，およびこれを用いた３次元幾何処理システム
（ソリッドモデラ）を計算機に実装し，検証・実証評価実験を行った．そこで，その結果
に関して報告し考察を行う．
6.2 実験内容
計算機は，DELL DIMENSION 8250 (Pentium 4 3.06GHz, 1.5GB RAM,WindowsXP
Professional Version2002) を使用した．当然のことながら，この PC は無誤差整数演算
（多倍長整数演算または可変長整数演算）をサポートしていないので，多倍長整数演算に関
してはソフトウエアコードを開発しシミュレーションを行った．そして，これを用いて無
誤差整数演算を行った．プログラミング環境として，マイクロソフト Visual Studio.net
(C/C++)を用いて開発した．
評価形状として，以下の２形状を用いた．
（１）部品
プリミティブ 18個の形状和・差（１７回の集合演算）により生成した形状で，ある機械
部品である (図 6.1，図 6.2参照)．この評価形状は，平面はもちろん，斜面，円筒面，穴，
薄板等の種々の幾何的特徴を併せ持つ．
（２）トーラス
曲面形状の代表例として，３個のトーラスを形状和 (２回の集合演算）した（図 6.3参
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照)．平面部はなく，曲面（３角形面近似）のみで構成される．
本実験では、集合演算を行う前の頂点データ（整数表現）の最大ビット長 B = 32（１
０進数で８桁）とした．この時，１回の集合演算を行った後の頂点データ（２次頂点）の
最大桁数は 5B + 9 = 169となる．この詳細は文献 [Arakawa 99]に記述している．１回
の集合演算後，４次元同次座標で表現されている頂点データ (X,Y, Z,w)を３次元ユーク
リッド座標 (X/w, Y/w,Z/w)に変換し，小数点以下を切り捨て整数化した．さらに，こ
の各整数座標値の下位Ｎ桁（１０進）を切り捨て，４次元同次座標 (X ′, Y ′, Z ′, 1)に戻
した．この時，発生した幾何矛盾の種類とその数をモニタリングした．そして，本提案の
無矛盾化処理を行い，次の集合演算を行った．本実験では，このような集合演算および幾
何無矛盾化処理を繰り返した．Ｎは，０から７まで変化させて計算機実験を行った．
6.3 実験結果
計算機実験の結果は，表 6.1，6.2および図 6.1～6.3となった．なお，図 6.1～6.3に示
す表示画像はすべて，超３角形 BRepモデラの隠線処理機能を使用して生成した．また，
図 6.2では断面図（隠線処理）を生成した．
表 6.1および 6.2における「縮退」，「重なり」および「矛盾」の各項目は，すべての頂
点データの切り捨て過程において発生した各幾何矛盾の数の総和である．それぞれの項目
は，縮退３角形の数（単位：個），重なり３角形面のペアの数（単位：対），矛盾境界面の
数（単位：個）の総和である．また，「データ量」および「処理時間」は，すべての処理終
了後の３角形面数（単位：個），総処理時間（単位：秒）である．処理時間のカッコ内の数
字は時間を単位とした値である．そして，表 6.1および 6.2における縮退３角形の数，重
なり３角形面のペアの数，および矛盾境界面の数が，頂点データの数値切り捨て桁数Ｎに
よりどのように変化するかを，図 6.4～6.6にそれぞれグラフ化した．
今回の２つの形状例において，Ｎを０から７まで変化させたすべて場合において，提案
した幾何無矛盾化アルゴリズは破綻することなく安定して動作することを確認した．無誤
差演算により高信頼性を確保できた．また，それぞれの処理の途中段階および終了時に，
幾何矛盾が残っていないかをチェックする幾何矛盾チェックルーチンを走らせ幾何矛盾の
有無を絶えずチェックした．その結果，本提案の幾何無矛盾化処理系はすべての幾何矛盾
を正常に残らず取り除いていることを確認した．
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表 6.1 計算機実験結果　（部品）
　 N 　縮退（個） 重なり（対） 矛盾（個） データ量（個） 処理時間（秒）
　 0 8　 0　 0　 2,732　 1,786 ( 0.5)
　 1 364　 696　 4　 2,206　 844 ( 0.2)
　 2 268　 694　 0　 2,536　 1,745 ( 0.5)
　 3 290　 683　 0　 2,360　 964 ( 0.3)
　 4 230　 693　 1　 2,510　 1,146 ( 0.3)
　 5 270　 560　 2　 2,078　 780 ( 0.2)
　 6 708　 185　 0　 876　 255 ( 0.1)
　 7 1,244　 4　 0　 0　 9 ( 0.0)
表 6.2 計算機実験結果　（トーラス）
　 N 　縮退（個） 重なり（対） 矛盾（個） データ量（個） 処理時間（秒）
　 0 0　 0　 0　 18,720　 18,653 ( 5.2)
　 1 126　 0　 7　 19,434　 31,213 ( 8.7)
　 2 106　 0　 25　 19,514　 72,581 (20.2)
　 3 52　 0　 2　 19,450　 22,190 ( 6.2)
　 4 286　 0　 4　 19,202　 32,172 ( 8.9)
　 5 560　 17　 13　 17,724　 34,330 ( 9.5)
　 6 2,654　 93　 1　 9,150　 12,751 ( 3.5)
　 7 18,848　 96　 0　 0　 442 ( 0.1)
6.4 考察
表 6.1，6.2および図 6.1，6.2，6.3に示すように，どちらの形状においても，N=6を境
にして，形状は極端につぶれていき，最終形状データ量（３角形面数）は極端に減少した．
そして，Ｎ＝７の場合は，形状は存在しなくなり，データ量が０となった．形状は徐々に
つぶれていくのではなく，ある点（N=6）で，大きくつぶれた．
形状がつぶれていく過程をより詳細に観察すると，部品では，N=5までは「微細構造」
が現れるだけで，全体形状に大きな変化は現れない．N=6の時に，薄板が完全に消滅し，
108 第 6章 計算機実験と考察
円筒面が崩れる等の大きな変化が現れた．また，トーラスにおいても同様で，N=5まで
は交差部分（交線付近）に微細構造が現れるだけである．やはり N=6の時に，表面（曲
面）全体が完全に崩れた．このように，形状のつぶれ方は，切り捨て数値桁数Ｎに対して，
線形的ではなく指数関数的であることが判明した．
幾何無矛盾化アルゴリズは，その本来の目的である「矛盾のない幾何図形」を生成する
だけでなく，幾何モデリング精度（切り捨て数値桁数Ｎ）を任意に変化させた場合でも，
無矛盾立体を安定して生成することができる．処理系が安定しており破綻することはな
い．従って，今回の実験のようにモデリング精度を連続的に変化させて，結果形状を表示
し，形状の変化・状態を視覚的に確認しながら，幾何モデリング精度（Ｎ）を決定するこ
とも可能となった．すなわち，要求精度からモデリング精度（数値桁数）を決め形状を生
成すること，および，形状の連続的な変化・状態を追いながらモデリング精度すなわち要
求精度を決めることの両方を，幾何無矛盾化アルゴリズは可能とする．
さらに，今回の評価尺度に用いた「縮退３角形数」，「重なり３角形数」，「矛盾境界面数」
は，モデリング精度の評価にも使うことができると思われる．使用目的に応じて，これら
の評価尺度を組み合わせることにより，種々のモデリングの精度評価に使える可能性があ
る．当然ながら，これらの尺度のすべての値がゼロあるいはゼロに近ければ，モデリング
精度は十分に確保されているといえる．
処理時間に関しては，今回のテスト形状例は比較的単純であるが，１日近くに及ぶ場合
もある．この主因は，無誤差演算をソフトウエアでシミュレーションしていることにあ
る．現在の計算機（ＰＣ）は，多倍長整数演算をサポートしていないので，ソフトウエア・
シミュレーションに頼るしか方法はない．今回の処理系では，すべての演算を無誤差演算
で行っている．そこで，演算処理を効率化・高速化するには，以下の方法が考えられる．
もちろん，抜本的な解決策は，多倍長整数演算（無誤差演算）ハードウエアの実現にある
ことは言うまでもない．
(1) すべての演算が無誤差演算を必要とする訳ではないので，無誤差演算を必要としな
い演算は，浮動小数点演算を用いて行う．
(2) 無誤差演算を必要とする演算においても，事前に，浮動小数点演算を行うことによ
り演算条件を絞り込み，演算量を削減する．
(3) 符号判定処理も通常の無誤差演算を行っているので，適応的符号判定処理等を行う
ことにより，符号が確定した時点で演算を打ち切り，演算量を削減する．
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図 6.1 生成形状　（部品）
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図 6.2 生成形状　（部品断面）
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図 6.3 生成形状　（トーラス）
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図 6.4 縮退３角形数の変化
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図 6.5 重なり３角形面数の変化
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図 6.6 矛盾境界面数の変化
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6.5 超３角形 BRepシステム
以上，本研究の主題である，幾何無矛盾化アルゴリズムの計算機実験結果に関して述べ
てきたが，ここでは，本研究において実現した超３角形 BRep システム（ソリッドモデ
ラ）に関して，幾何無矛盾化処理以外の部分をまとめておく．
図 6.7は，部品の断面図（Ｎ＝０）を生成し，隠線・隠面処理をせず，境界面を構成す
る超３角形面をそのまま表示したものである．この出力画像からは，境界面が３角形面に
よりどのように表現されているかがよく分かる．
図 6.8は，４×４×３＝４８個の直方体の形状和の結果を隠線処理をしたものである．
また，図 6.9は，大きな薄板上に大小さまざまな 1,000個の直方体をランダムに配置し形
状和したものである．これらの結果は，本システムの集合演算の安定性（処理系の信頼
性）の一端を示すものである．
図 6.10は，３つのトーラスの形状和（Ｎ＝０）を作成し，１／２断面図および１／４断
面図を作成し，隠線処理をしたものである．このように，超３角形 BRepシステムでは，
微小かつ多数の３角形面により，曲面を３角形面近似することができ，十分に曲面処理に
対応可能である．近似ではあるが，集合演算，交線算出等が，信頼性の高い処理系のもと
で行える．
6.6 本章のまとめ
今回提案した幾何無矛盾化アルゴリズム，およびこれを用いた３次元幾何処理システム
（ソリッドモデラ）を計算機に実装し，検証・実証評価実験を行った．評価形状例として，
（１）部品と（２）トーラスを取り上げた．その評価実験結果に関して報告および考察を
行った．この２つの形状例において，今回提案した幾何無矛盾化アルゴリズムは，破綻す
ることなく安定して動作し，すべての幾何矛盾を取り除くことを実証した．
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図 6.7 部品断面図　（３角形面表示，隠線・隠面処理なし，Ｎ＝０）
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図 6.8 格子
図 6.9 ブロック
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図 6.10 生成形状　（トーラス断面）
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無誤差／誤差ハイブリッド幾何コン
ピューティング
7.1 本章の概要
本章では，これまでおよび本研究において取り組んできた「無誤差幾何コンピューティ
ング」と，従来の「誤差（浮動小数点演算）幾何コンピューティング」は，排他ではなく
補完であることを主張する．すなわち，無誤差幾何コンピューティングと誤差幾何コン
ピューティングのハイブリッド化こそが，幾何処理の実用的な観点から重要であり本質で
あることを主張する．
7.2 浮動小数点演算コンピューティング
現在，普及しているほどんどすべての計算機には，浮動小数点演算プロセッサが当然の
ように装着されている．そして，我々は，大抵の場合，この浮動小数点演算プロセッサを
ほとんど意識することなく，浮動小数点演算プロセッサを用いて数値計算を日常的に行っ
ている．さらに，この浮動小数点演算プロセッサにより発生する計算誤差に関しても，あ
まり注意を払わなくなってきている．計算誤差があることすら認識していない場合も見受
けられる．
数値計算に，どうして浮動小数点演算プロセッサが多用され，日常的に使われるように
なったのであろうか？　浮動小数点演算では，整数演算に比べて，はるかに広い範囲の数
値が扱えることが挙げられる．この特徴は，実数を含む数値計算に非常に適している．
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しかし，このような「浮動小数点演算コンピューティング」すなわち「誤差コンピュー
ティング」において本質的に問題なのは，計算サイクルにおいて，真の誤差管理が出来て
いないこと，また出来ないことである．そして，これによりソフトウエア（処理系）が暴
走・破綻する．さらに，破綻しない高信頼性ソフトウエアを作ることが困難な場合も多々
ある．
例えば，幾何図形処理ソフトウエアでは，このようなソフトウエアの暴走・破綻対策と
して，通常，処理系が破綻した箇所において，個別的な例外処理ルーチン等で対応してい
る．しかし，幾何処理では，このような破綻が起こる組み合わせの数が膨大となる場合が
ある（幾何処理における複雑性の問題）．そして，このようなすべての場合において個別
例外処理ルーチンで対応すると，その処理系も膨大な量となる．しかも，この方法は，「対
処療法」でしかすぎず，根本的な解決策とならない場合がほとんどである．そして，この
例外処理ルーチンの数・量は次第に増大していき，それでも「バグ」は残る．
7.3 無誤差コンピューティング
一方，本論文でも提案しているように，「無誤差コンピューティング」では，計算サイ
クルにおいて，誤差がまったく発生しないので，誤差の管理がまったく不要となる．すな
わち，無誤差計算の特質（長所）の１つは，「数理アルゴリズム（数学）をそのままソフト
ウエアコード化できる」ということである．例外処理はまったく必要でなくなる．これに
より，暴走・破綻しない，バグのないソフトウエアを製作することが可能となる．
無誤差演算の欠点は，無誤差でできる演算の範囲が非常に狭いこと（加減乗算），およ
び計算が進むにつれて数値桁数が（加速度的に際限なく）増大することである．しかしな
がら，通常の数値計算では，ある精度以上の計算は必要ではない．従って，無誤差計算に
おいて，要求精度以上の数値桁数を切り捨てることは有意義であり，かつ実用に則したも
のである．そこで，本研究では，無誤差計算において，要求精度以上の数値桁数を切り捨
てることを提案した．無誤差演算において桁数制限を導入し，数値桁数の切り捨てを行い
精度（誤差）を管理する，という考え方である．
しかしながら，数値桁数の増大を回避するために，このような数値桁数の切り捨てを行
うと，新たな誤差が発生する．幾何処理では，この種の誤差の１つとして，幾何矛盾が発
生する．そこで，本研究では，幾何無矛盾化アルゴリズムを新たに提案した．これが，本
研究の主題である．無誤差計算と幾何無矛盾化処理に関して，図 7.1にまとめておく．
ここで，「せっかく無誤差演算を行っているのに，数値の一部を捨てて誤差を発生させ
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図 7.1 無誤差計算と幾何無矛盾化処理
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たら，無誤差演算が無意味になってしまう．」，あるいは「誤差を発生させたら，それは無
誤差演算ではない．」という批判が上がるであろう．本論文でも提案しているように，「誤
差演算による誤差」と「無誤差演算による誤差」はまったく別物である．その本質的な違
いは以下である．
まず，前者では，絶えず誤差が発生し蓄積されていく．そして，このような状況下，誤
差を把握し管理をすることが難しい．というより，誤差管理をすることが不可能である．
この誤差は制御不能である，「受け身的な」誤差である．後者では，誤差が発生するのは
限定的・選択的である．本研究の例では，通常無誤差演算が行われ，頂点の数値桁数の切
り捨て時のみ誤差が発生する．そして，この誤差により発生する幾何矛盾を，幾何無矛盾
化処理により取り除く．すなわち，誤差が絶えず発生することはなく，また蓄積されてい
くこともない．この誤差は制御可能であり，「能動的な」誤差である．
7.4 無誤差／誤差コンピューティングのハイブリッド化
「無誤差コンピューティング」の１つの側面が，無誤差計算を追求することにあること
は言うまでもない．しかし，もう１つの側面として，本研究もそうであるが，無誤差計算
の特質を最大限生かすコンピューティングという側面がある．それは，無誤差計算を，高
信頼性計算，計算誤差管理に生かすということである．
すなわち，図 7.2に示すように，「無誤差コンピューティング」と「誤差（浮動小数点演
算）コンピューティング」のハイブリッド化ということになる．両者は排他ではなく補完
である．また，無誤差計算が優れており，誤差計算が劣っているというものでもない．無
誤差計算を，浮動小数点（誤差）計算との関係で補完的にとらえ，両者をハイブリッド化
することである．
本論文でも述べてきたように，例えば，無誤差演算の結果（４次元同次座標系）を３次
元ユークリッド座標系に引き渡す時に，除算が発生し，すべての数値が割り切れることは
なく，数値の切り捨てが必ず発生する．幾何処理の場合は，ここで幾何矛盾が発生する可
能性がある．そこで，幾何無矛盾化処理の必要性が生じる．すなわち，幾何無矛盾化処理
系を媒介にすることにより，無誤差コンピューティングと誤差コンピューティングを自由
かつ選択的に行うことができる．
さらに，幾何無矛盾化処理系では，どのような精度（任意の桁数）の数値にも対応する
ことができる．そこで，無誤差／誤差ハイブリッド幾何コンピューティングでは，可変
（多重）精度幾何モデリングを実現することができる．すなわち，幾何無矛盾化処理系を
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図 7.2 無誤差／誤差幾何コンピューティング
用いた無誤差／誤差ハイブリッド幾何コンピューティングでは，誤差の問題（処理系の不
安定性）から解放されるだけではなく，精度の制約からも解放される．任意精度の幾何モ
デリング・幾何処理が可能となる．
7.5 本章のまとめ
無誤差幾何コンピューティングと，誤差幾何コンピューティングは，排他ではなく補完
であることを主張した．無誤差幾何コンピューティングと誤差幾何コンピューティングの
ハイブリッド化こそが，幾何処理の実用的な観点から重要であり本質である．この両者の
統合により，無誤差幾何コンピューティング自体の重要性も増し活躍の場もより広がるで
あろう．
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幾何処理には，幾何処理の「複雑性」および「不安定性」の問題が残されていた．これ
らは，幾何・図形をコンピュータで扱う場合，重要かつ本質的な課題ある．例えば，幾何
処理において，複雑性および不安定性の問題が解決されないと，処理系の信頼性が確保で
きず，正しい幾何処理結果を得ることができず，かつ実用性のある幾何処理システムを提
供することはできない．
ＣＡＤ／ＣＡＭ等で用いられる幾何処理システムは，一般的に言って，この複雑性と不
安定性のために，非常に大規模な処理系となっている．幾何処理システムの信頼性を確保
するために，多大な労力を消費してきている．すなわち，幾何処理システムでは，処理系
の不安定に対処するために，そのソフトウエアコードのかなり部分が，本来の幾何処理と
は関係のない「信頼性確保ルーチン」で占められているのが現状である．そして，それで
も完全な信頼性は確保できておらず，バグが残り処理系が暴走することが多々ある．
現在の幾何処理は，浮動小数点演算をベースにしている．浮動小数点演算は誤差を伴
い，幾何処理の不安定性に大きく関与している．幾何処理では，浮動小数点演算は「諸悪
の根元」である．浮動小数点演算アーキテクチャは，コンピュータハードウエアが高価で
あった頃の産物である．種々のコンピュータハードウエアが高性能化かつ安価になった現
在では，この浮動小数点演算アーキテクチャを見直し，ひいては，基本的なコンピュー
タ・アーキテクチャを再評価・再検討・再設計することは有意義であり，その時期にきて
いる．すなわち，長ビット整数演算アーキテクチャの本格的な導入である．
このような幾何コンピューティングの課題を背景にして，ソリッドモデリングにおける
「集合演算の複雑性の問題」に関しては，著者は，３角形が持つ究極的な根元性と単純性
をベースにして，３角形幾何を拡張した「超３角形幾何」を考案することにより，この課
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題に対する１つの解決策を与えた [Arakawa 95][Arakawa 96][Arakawa 98]．
また，「集合演算の不安定性の問題」に関しては，山口によって提案・提唱されている
完全 4 次元理論 [Yamaguchi 96][Yamaguchi 02] と，この超３角形幾何スキームを組み
合わせた「無誤差４次元超３角形幾何モデリング」をこれまでに考案・提案し，これを
ベースにした無誤差集合演算法を確立し，集合演算の不安定性の問題を根本から解決した
[Arakawa 99]．
しかし，著者らがこれまでに確立した，無誤差４次元超３角形幾何モデリングをベース
にした無誤差集合演算法は，１回の集合演算をある上限以下の数値桁数で行う方式を提供
しているに過ぎない．複数回の集合演算を繰り返すと，数値桁数が際限なく増大するとい
う本質的な問題点があった．この桁数の増大は，無誤差演算における数理的に原理的なも
ので不可避である．このような問題点がある限り，この無誤差集合演算法の実用性は少な
い．そこで，本研究の目的をまとめると以下である．
(1) 無誤差演算における数値桁数の増大という原理的な問題点を解決するために，要求
精度に対応して，数値の下位桁を切り捨てることを提案する．そして，任意の計算
精度（数値桁数）において，処理に破綻が生じない幾何処理アルゴリズム（無誤差
集合演算法）を確立する．
(2) この数値桁数の切り捨てにより発生する幾何矛盾を，検出しかつ除去する汎用的な
方法である「幾何無矛盾化アルゴリズム」を構築する．また，その有効性を計算機
実験により評価・実証する．
(3) この幾何無矛盾化法を含む無誤差４次元超３角形幾何モデリング技術に関するこれ
までの成果の集大成として，無誤差４次元超３角形幾何をベースにした３次元幾何
処理システム（ソリッドモデラ）を開発する．併せて本システムを計算機実験によ
り評価・実証する．
8.1 幾何無矛盾化法
上記の研究目的をふまえて，本研究では，３次元幾何モデルに対する「幾何無矛盾化ア
ルゴリズム」を構築した．無誤差演算処理では，処理を進めると数値桁数が際限なく増大
していく．この数値桁数の増大は，無誤差演算における原理的なものであり不可避であ
る．例えば，複数回の集合演算を無誤差で行うと頂点の数値桁数が際限なく増大してい
く．そこで，本研究では，数値計算は要求された精度の範囲内で行えばよいとの立場か
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ら，要求精度に応じて，無誤差演算における数値桁数を切り捨てることを提案した．この
考え方は，実用的にも理にかなったものである．
しかし，３次元幾何モデルにおいて，このような数値桁数の切り捨てを行うと，種々の
幾何矛盾（境界面の自己交差等）が発生する．そこで本研究ではまず，このような頂点
データの数値桁数の切り捨てを行った場合に発生する幾何矛盾に関して考察を行い，幾何
矛盾を分類した．すなわち，幾何矛盾を以下のように分類した．
(1) 縮退面　（頂点の重なり，辺の重なり）
(2) 重なり面　（同一平面）
(3) 境界面交差　（境界面自己交差）
(4) 矛盾境界面　（立体の内部・外部の矛盾）
そして，３次元幾何モデルにおけるこれらの幾何矛盾を検出しかつ除去する汎用的な幾
何無矛盾化アルゴリズを構築し提案した．さらに，この提案アルゴリズムを計算機（PC）
上に実装し，計算機実験により，このシステムがすべての幾何矛盾を検出し除去し，かつ
破綻することなく安定して動作することを実証した．このアルゴリズムは，以下の処理ス
テップから構成される．
(1) 縮退３角形の除去処理
(2) 重なり３角形の除去処理
(3) 境界面非交差化処理
(4) 矛盾境界面の除去処理
さらに，矛盾境界面の除去処理は，以下の処理ステップから構成される．
(1) 最上位３角形の探索処理
(2) 最近傍境界面の探索処理
(3) 最近傍境界面順ソーティング
(4) 矛盾境界面の判定消去処理
本研究において構築した幾何無矛盾化アルゴリズムは，以下のような特徴を持っている．
(1) 無誤差演算における数値桁数の増大を回避する方策として，要求精度に応じて数値
桁数を切り捨てることを提案した．そして，これによって生じる幾何矛盾を検出・
除去する方法として，幾何無矛盾化アルゴリズムを構築した．この幾何無矛盾化ア
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ルゴリズムは，任意の数値桁数の切り捨てに対応している．従って，任意精度の幾
何モデリングに対応できる．多重精度（可変精度）幾何モデルへの展開ができる．
(2) ３次元幾何モデルの境界面（表面）を，３角形面および３角形の３つの頂点が同一
直線上となるゼロ３角形データにより構成し処理する．この超３角形幾何スキーム
によりアルゴリズムが，多角形面処理に比べて大幅に単純化される．さらに，ゼロ
３角形データ形式処理により，不必要な桁数の増大および不必要なデータ量の増大
を抑制することができる．
(3) 幾何処理を，完全４次元同次座標処理と多倍長整数演算（可変長ビット整数演算）
により無誤差演算で行う．特に，４次元同次処理を用いることにより，割り算を排
除することができ，加減算と掛け算のみの演算で幾何処理を行うことができる．こ
れらの方式を用いて，無誤差幾何無矛盾化処理を実現している．すなわち，破綻が
生じない安定な幾何無矛盾化処理系を実現した．
8.2 超３角形 BRepシステム
これまでに提案した「無誤差４次元超３角形幾何モデリング」に加えて，今回提案した
幾何無矛盾化法により，幾何処理の複雑性と不安定性という２つの大きな課題に対して，
１つの解決策を提示した．そして，これらの技術を集大成した３次元幾何処理システム
（ソリッドモデラ）を開発した．このシステムの特徴は以下である．
(1) ３次元幾何図形の表面データである境界面データを，３角形面および３角形の３つ
の頂点が同一直線上となるゼロ３角形データにより構成し処理する．この超３角形
幾何スキームにより，幾何処理アルゴリズムが単純化される．さらに，ゼロ３角形
データ形式処理により，不必要な数値桁数の増大および不必要なデータ量の増大を
抑制することができる．
(2) 幾何処理を，完全４次元同次座標処理と可変長ビットの整数演算により無誤差演算
で行う．完全４次元同次処理を用いることにより，割り算を排除することができ，
演算を無誤差で行うことができる．
(3) 連続した複数回の無誤差集合演算に対応している．この無誤差集合演算法は，超３
角形幾何スキーム，完全４次元同次処理，そして多倍長整数演算（可変長ビットの
整数演算）を組み合わせることにより実現している．無誤差演算による数値桁数の
増大に対しては，上記した頂点データの数値桁数の切り捨てにより対処している．
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そして，これにより生じる幾何矛盾には幾何無矛盾化法により取り除いている．
一方，このシステムの欠点をまとめると以下である．
(1) 多倍長整数演算（無誤差演算）をソフトウエアにより実行しているため，処理速度
が遅い．
(2) ユークリッド座標系処理（３次元）と比較して，同次座標系は１次元高い４次元と
なる．また，無誤差演算により数値桁数が増大する．そこで，頂点データ量が増加
する．
(3) また，幾何処理が３次元から４次元処理となり，かつ無誤差演算により数値桁数が
増大するので，通常の場合，演算量がかなり増える．
(4) 超３角形幾何処理では，ゼロ３角形データ形式という，縮退した図形処理を行うの
で，通常の３角形処理より幾何処理が複雑化する．すなわち，通常，実３角形（通
常３角形）幾何処理とゼロ３角形幾何処理は別処理系となる．ただし，一般的に
言って，超３角形幾何処理は，多角形幾何処理に比べればはるかに単純である．
8.3 今後の課題
今後の課題としては，無誤差４次元超３角形幾何モデリングおよびこれをベースとした
幾何無矛盾化法の正当性・有効性を，さらに多方面から検証することである．特に，より
多くの形状例・事例を用いて，本方法を実証することが必要不可欠である．
また，今回は無誤差演算（長ビット整数演算）をソフトウエアで実行しているために，
処理時間が非常に遅くなっている．そこで，もう一つの課題は，実用性を向上させるため
に，数千ビットクラスの高速長ビット整数演算ハードウエアを研究開発することである．
[Arakawa 99]にも述べているように，頂点データの最大ビット長 B = 32とすると，本シ
ステムに必要な最大ビット長は 52B+115 + 2, 000となる．そこで，2,000ビット以上の
長ビット整数演算ハードウエアの開発が望まれる．
数値計算に，無誤差演算（多倍長整数演算）を用いた場合，数値桁数が増大し，常に計
算効率の悪化の問題がつきまとう．これは，無誤差演算に伴う原理的なもので不可避であ
る．そこで，この課題に対する根本的な解決策は，上記したように，高速長ビット整数演
算ハードウエアを開発することである．
ところで，今回，提案した無誤差集合演算法および幾何無矛盾化法では，すべての演算
に無誤差整数演算（多倍長整数演算）を用いている．現在の固定長 32/64ビット整数演算
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計算機の使用を前提とするならば，これらのアルゴリズムを高速化するには，以下の方法
が考えられる．
(1) 同次座標値の正規化を行う．これにより数値桁数を削減し，無誤差数値計算を効率
化する．ただし，この方法では，すべての数値を正規化でき，桁数を削減できるわ
けではない．
(2) 幾何処理では，数値計算の結果そのものよりも，その符号に基づいて処理を行う
場合が多々ある．このことに着目し，整数演算における符号判定を効率的に行う
手法を導入する．無誤差演算における効率的な符号判定手法が発表されている
ので，これらを利用する [Hanamitsu 97][Yamaguchi 89] [Yoshida 94a][Yoshida
96][Yoshida 97][Yamauchi 00]．
(3) また，無誤差整数演算と浮動小数点演算を併せて使用することも演算を効率化する
１つの手法である．特に，「共通空間処理」や「分割処理」におけるラフな交差判
定処理では無誤差演算を用いる必要性は特にない．このような処理において，浮動
小数点演算を積極的に活用することにより，処理の高速化を図る．
本研究では，無誤差演算における数値桁数の増大に対処するために，数値桁数の切り捨
ておよび幾何無矛盾化法を提案した．これは，どちらかと言えば，幾何無矛盾化法の「消
極的な」活用法である．一方，積極的な活用法が考えられる．今回提案した幾何無矛盾化
法は，任意の数値桁数の切り捨てに対応することができる．すなわち，どのような数値
桁数においても，幾何無矛盾を確保することができる．そこで，多重精度（可変精度）幾
何モデリングへの発展展開が考えられる．数値桁数を任意に変化させることができる可
変精度幾何モデリング（多重精度ソリッドモデリング）の実現である．QoS (Quality of
Service)に対応したモデリングである．本研究の幾何無矛盾化法により，この可変精度幾
何モデリングにおいても，幾何無矛盾を確保することができ，かつ処理系が破綻すること
はなく安定な処理系を実現できる．
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